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Resumo
O problema de alocação de navios em berços, também chamado de Problema de Alo-
cação de Berços (PAB), consiste em selecionar os navios que chegam ao porto e atribuí-los
a berços ao longo do cais. As principais decisões a serem tomadas neste processo envolvem
a escolha de onde e quando os navios deverão atracar. O PAB normalmente tem como
objetivo minimizar o tempo de espera ou então tempo de espera somado ao tempo de
serviço dos navios.
Os modelos matemáticos criados para o problema de alocação de berços foram desen-
volvidos supondo um tempo de tratamento fixo para cada navio em cada berço do porto.
Porém com o avanço da tecnologia no setor portuário, surgem maquinários cada vez mais
modernos, eficientes e com maior mobilidade e esse novo maquinário substitui ou então
se mistura ao antigo, tornando cada vez mais difícil distribuir de forma eficiente esse ma-
quinário entre os berços do porto. Tendo em vista essa dificuldade foram desenvolvidos
novos modelos matemáticos visando incluir a alocação das máquinas no problema de alo-
cação de berços, bem como, heurísticas, meta-heurísticas e instâncias de testes para esses
mesmos modelos. Este novo problema é chamado de Problema de Alocação de Máquinas
e Berços.
Os modelos matemáticos foram implementados no software OPL-Cplex e testados para
vários casos que são classificados em dois grupos, o primeiro contém os testes de pequena
escala para a validação dos modelos matemáticos, o segundo grupo contém os testes de
média escala para mostrar a eficiência dos modelos. As heurísticas e a meta-heurística
desenvolvidas foram implementadas no software MatLab. Os testes das heurísticas e da
meta-heurística são divididos em três grupos, o primeiro contém os testes de pequena
escala para a validação, o segundo grupo contém os testes de média escala para mostrar e
testar a eficiência das heurísticas e da meta-heurística e o último grupo contém os testes de
grande escala que mostram a aplicabilidade da heurística em portos de grande dimensão.
Tanto os testes para a validação quanto para avaliar a eficiência são os mesmos para os
modelos implementados no Cplex e para as heurísticas e meta-heurística, dessa forma fica
fácil comparar suas soluções.
Os resultados computacionais mostram que os modelos matemáticos representam, den-
tro de suas premissas, as operações de um ou mais terminais portuários, e juntamente
com as heurísticas e a meta-heurística propostas, é possível aplicá-los em terminais de
portos reais com centenas de berços, navios e máquinas.
Palavras-chave: Problema de Alocação de Máquinas e Berços, Programação Inteira
Mista, Heurísticas e Meta-heurísticas.
Abstract
The vessel allocation problem in berths, also called Berth Allocation Problem (BAP),
consists of selecting the vessels that arrive at the port and assigning them to berths along
the quay. In this process, the main decisions involve the choice of where and when vessels
should mooring. The BAP usually aims to minimize the waiting time or waiting time
plus the service time of the vessels.
The mathematical models created for the Berth Allocation Problem were develop
assuming a fixed service time for every vessel and berth pair. However, the technology
advance in the port sector brings more modern port machines, which are more efficient
and has more mobility. These new machines replace or are added to the old ones, making
hard to efficiently distribute the machinery in all port berths. To solve this problem, new
mathematical models were develop which include the machinery allocation in the berth
allocation problem, as well as heuristics, metaheuristic and test instances for these same
models. This new problem is call the Machine and Berth Allocation Problem.
The mathematical models were implemented in the OPL-Cplex software and tested
for several instances that are classified into two groups, the first contains small-scale tests
to validate the mathematical models and the second group contains medium scale tests to
show the models efficiency. The developed heuristics and metaheuristic were programmed
in the MatLab software and the tests were divided into three groups. The first contains
small-scale tests to validate the heuristics and metaheuristic. The second group contains
medium scale tests to show the efficiency of the heuristics and metaheuristic. The last
group contains large-scale tests to show the potential applicability in large ports. Both
the validation and efficiency group tests are the same for Cplex implemented models and
for the heuristics and metaheuristic, that way it is easy to compare them.
The computational results shows the mathematical models represents, within their
premises, the operations of one or more port terminals, and together with the proposed
heuristics and metaheuristic, it is possible to apply them in real port terminals with
hundreds of berths, ships and machines.
Keywords: Machine and Berth Allocation Problem, Mixed-integer Programming,
Heuristics and Metaheuristics.
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O problema de alocação de navios em berços, também chamado de Problema de Alo-
cação de Berços (PAB), consiste em selecionar os navios que chegam ao porto e atribuí-los
a berços ao longo do cais. As principais decisões a serem tomadas neste processo envolvem
a escolha de onde e quando os navios deverão atracar. O PAB normalmente tem como
objetivo minimizar o tempo de espera ou então tempo de espera somado ao tempo de
serviço dos navios.
O problema, na maioria dos modelos da literatura, não leva em conta a alocação do
maquinário, dessa forma é preciso supor uma alocação de maquinas nos berços para o
cálculo da matriz dos tempos de atendimento dos navios em cada berço, dessa forma,
caso a alocação considerada para esse cálculo não seja uma alocação boa, pode haver
grande perda na otimização de problemas, gerando um valor da função-objetivo maior
que esse mesmo problema otimizado com a matriz de tempos de atendimentos gerada por
outra alocação de máquinas nos berços.
Esse trabalho traz modelos matemáticos onde o problema de alocação de máquinas
nos navios e o problema de alocação dos navios aos berços portuários estão totalmente
integrados, dessa forma, a perda gerada ao supor uma alocação de máquinas fixa deixa de
existir, e o modelo tem a liberdade de trocar a alocação das máquinas para o atendimento
de cada um dos navios, respeitando limitações como quantidade máxima, quantidade de
máquinas disponíveis, dentre outras que serão discutidas nesse texto.
As instâncias dos modelos matemáticos são classificadas como problemas lineares intei-
ras mistas e foram programadas no software Cplex, que é um algoritmo capaz de resolver
esse tipo de problema. Diversas instâncias do problema foram testadas no software Cplex,
afim de validar e provar a eficiência dos modelos. Foram criadas duas heurísticas e uma
meta-heurística para resolução de problemas de média e grande escala, onde softwares
como o Cplex não são capazes de resolver o problema em um tempo computacional hábil.
As heurísticas e a meta-heurística foram implementadas no software MatLab e testadas
para as mesmas instâncias do Cplex, além de instâncias de grande escala, para demonstrar
a aplicabilidade dos modelos matemáticos nos maiores portos do mundo.
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Nessa Introdução, são mostradas as motivações e a relevância da pesquisa realizada,
principalmente no setor portuário. O Capítulo 2 traz a fundamentação teórica, descre-
vendo os temas mais importantes que foram usados como base para esse trabalho, além de
uma revisão da literatura relacionada ao problema de alocação de navios em berços por-
tuários. No Capítulo 3 estão descritos os modelos matemáticos criados , além de teoremas
que auxiliam na resolução de suas instâncias. No Capítulo 4 estão descritas as heurísticas
e a meta-heurística criada além de outros algoritmos que também empregados na reso-
lução de problemas com as heurísticas ou com os modelos implementados no Cplex. No
Capítulo 5 estão os resultados de diversas instâncias do problema junto com suas análises
e impactos. No Capítulo 6 é feita a conclusão, destacando os principais resultados e os
impactos que o trabalho traz, e também os trabalhos futuros que serão realizados nesse
mesmo tema.
1.1 Motivação
De acordo com a Secretaria de Comércio Exterior (Secex) do Ministério do Desenvol-
vimento, Indústria e Comércio Exterior (MDIC) em 2012 os portos brasileiros movimen-
taram 905 milhões de toneladas de produtos, em 2013 foram 931 milhões de toneladas,
um crescimento de 2,9% com relação a 2012, em 2014 foram 970 milhões de toneladas, um
crescimento de 4,2% com relação a 2013, já em 2015 foram cerca de 1 bilhão de toneladas
um crescimento por volta de 3% com relação a 2014 [2, 1, 4], em 2016 foram cerca de
998 milhões de toneladas um decréscimo de 1% com relação a 2015 [5], já no primeiro
trimestre de 2017 houve um crescimento de 5% com relação ao primeiro trimestre de 2016
[6]. De 2012 a 2015, o setor registrou crescimento médio de 3,4% ao ano, valor abaixo da
média mundial de 3,9%, e muito abaixo dos 5% que é esperado para países emergentes
como o Brasil. Para se ter uma ideia, o crescimento do volume movimentado no setor
portuário da China foi cerca de 6,4% nesse mesmo período.
No ano de 2015, também segundo os dados divulgados pela Secretaria de Comércio Ex-
terior (Secex) do Ministério do Desenvolvimento, Indústria e Comércio Exterior (MDIC),
do total de 637,6 milhões de toneladas de produtos exportados pelo Brasil 98,6% foram
movimentados pelo setor portuário, sendo que 95,9% saíram por via marítima e 2,7% por
via fluvial. Levando em conta que os portos são os grandes protagonistas das exportações
e importações brasileiras como mostram os dados citados, o setor é crítico para o bom
desempenho da economia brasileira e desenvolvimento do país.
Nos próximos anos é esperado um aumento no volume de mercadorias nos portos
brasileiros acima de 10% ao ano [3], volume muito maior que o crescimento médio de
3,4% dos últimos anos no setor. Para atender o volume de mercadoria esperada nos
portos brasileiros, é necessário revisar o planejamento do setor, com um modelo de gestão
e planejamento capaz de tornar os portos rentáveis, competitivos e autossustentáveis. A
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revista portuária Economia & Negócios [11] listou as principais causas para a ineficiência
da infraestrutura logística do Brasil. De acordo com a revista, segundo uma pesquisa
feita pelo Instituto de Logística e Supply Chain (ILOS) em 2012, no setor portuário
foram entrevistados 189 usuários do sistema portuário brasileiro e os principais problemas
enfrentados por eles são:
1. Burocracia - A grande quantidade de documentos, as diversas exigências legais das
agências reguladoras, somado ao tempo de liberação de embarque e desembarque
de cargas, devido à verificação da documentação pertinente aos produtos nos portos
do país, fazem com que essa burocracia seja o principal gargalo identificado pelos
usuários do setor portuário. Aproximadamente 61% dos entrevistados identificaram
a presença deste problema nos portos.
2. Portos saturados - Observam-se filas de caminhões esperando para carregar ou
descarregar mercadorias nos portos. A saturação das estruturas portuárias e a ine-
vitável necessidade de esperar horas ou mesmo dias para embarcar ou desembarcar
mercadorias foi relatada por 53% dos entrevistados.
3. Infraestrutura de acesso rodoviário - O estudo mostra que este é um problema
que está perdurando já há alguns anos. Desde 2007 mais de 49% dos entrevistados
indicaram o acesso rodoviário aos portos como sendo um problema.
4. Custo portuário - Entre os usuários pesquisados, 51% identificaram os custos de
manuseio da carga no pátio, a documentação, o deslocamento para o navio, entre
outros custos, como um problema devido aos seus altos valores.
5. Deficiência na armazenagem - 49% dos entrevistados apontaram este problema.
6. Demora na liberação dos produtos - Cerca de 47% dos entrevistados relataram que
as grandes exigências burocráticas do Brasil demandam muito tempo para a libera-
ção das cargas com as mercadorias após chegarem ao porto, sendo que o principal
responsável por esse problema são as fiscalizações da Receita Federal.
7. Custo com demurrage - Demurrage é nome dado ao custo adicional pela longa estadia
do navio no porto, quando ela ultrapassa o tempo de atracação reservado ao navio,
cerca de 45% dos entrevistados relataram esse problema.
8. Autoridades públicas - A demora dos serviços de análise, liberação e autorização
das agências públicas envolvidas com o porto – Anvisa, Ibama, Receita e Polícia
Federal, é um problema para 43% dos entrevistados.
9. Janela de atracação de navios - Este termo é usado para se referir ao espaço de
tempo entre a saída de um navio e a entrada do navio seguinte em um berço portuá-
rio. O fato de essa janela ser grande acaba prejudicando a fila de navios e esses navios
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normalmente possuem horário marcado também em outros portos, causando atraso
em seu roteiro de viagem, esse problema foi relatado por 41% dos entrevistados.
10. Acesso ferroviário - Os problemas devido a deficiência da malha ferroviária brasileira
são identificados por 39% dos entrevistados.
O problema descrito no Item 1 é um problema de caráter legal, sendo assim, a ma-
temática e até mesmo o planejamento tem pouco a oferecer na solução desse problema,
assim como os problemas descritos nos Itens 6 e 8. Já os problemas descritos nos Itens 3
e 10 são problemas resultantes da falta de investimentos na área de infraestrutura, sendo
assim a solução seria investir mais na infraestrutura dos portos, porém com um bom
planejamento é possível amenizar o problema, uma forma de se fazer tal planejamento
é com uma modelagem matemática e a otimização de tais problemas. Já os Itens 2, 4,
5, 7 e 9 descrevem problemas que estão fortemente ligados ao planejamento e podem ser
solucionados com o uso de modelo(s) matemático(s) e heurísticas desenvolvidas para a
solução dos mesmos.
Com uma boa solução para o planejamento da atracação de navios e uso das máquinas
portuárias, a saturação dos portos certamente iria diminuir, os custos portuários seriam
mais baixos, pois, as máquinas e o tratamento da fila de navios teriam uma eficiência
muito maior. O tempo que as mercadorias ou produtos teriam que ficar armazenadas no
porto para embarque seria reduzido, amenizando assim os problemas de armazenagem,
os navios teriam suas esperas reduzidas no porto, reduzindo assim o custo de demurrage,
por fim a janela de atracação seria reduzida, pois, a tendência das melhores soluções é
uma maior ocupação dos berços.
Nesse trabalho foram desenvolvidos modelos e métodos que visam melhorar a efici-
ência dos portos, e por consequência, amenizar ou até mesmo resolver principalmente os
problemas descritos nos Itens 2, 4, 5, 7 e 9, dentre outros problemas enfrentados pelo
setor. Os resultados obtidos contemplam:
• Modelos matemáticos que representam o problema integrado de carregamento/des-
carregamento de navios em berços portuários.
• Teoremas relacionados aos modelos matemáticos.
• Análises das modelagens propostas, dos problemas relacionados com o setor portuá-
rio e das possíveis situações enfrentadas pela operação do porto.
• Validação dos modelos matemáticos criados. Essa validação foi feita resolvendo-
se diversas instâncias de testes com os modelos matemáticos implementados em
otimizadores e com uso de métodos heurísticos.
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• Criação de heurísticas e meta-heurísticas que resolvem casos reais de grande porte,
tendo em vista que os modelos de programação inteira, em sua maioria, têm com-
plexidade exponencial em relação a variáveis/tempo, ou seja, um aumento linear no
número de variáveis causa um aumento exponencial no tempo de resolução.
.
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Capítulo 2
Fundamentação Teórica e Prática
No início desse capítulo encontra-se uma revisão da literatura relacionada ao problema
de alocação de navios em berços, trazendo os principais e mais relevantes trabalhos re-
lacionados ao problema. Nesse capítulo está descrito também um modelo matemático
generalizado para ser usado em um porto qualquer, que opere com alocação de navi-
os/embarcações e máquinas, inspirado no modelo matemático criado com o intuito de
representar as operações do terminal de Praia Mole localizado no porto de Tubarão em
Vitória - ES, controlado pela companhia Vale S.A. descrito em Cereser [17].
Nesse capítulo são descritos os problemas de otimização multiobjetivo e suas proprie-
dades, que serão usados principalmente na demonstração de teoremas e resultados capazes
de reduzir significantemente o espaço de busca e também filtrar soluções alternativas e
subótimas das instâncias dos novos modelos matemáticos desenvolvidos. Estão descritas
técnicas de aproximações de funções que serão usadas nas modelagens, a fim de manter os
modelos em sua forma linear inteira mista, e não fazer uso de restrições não lineares que
tornariam o problema computacionalmente muito mais complexo tanto para a obtenção
de soluções quanto para análise de comportamento. E, por fim, uma introdução a com-
putação evolutiva é feita, juntamente com a descrição das técnicas e operadores que serão
usados para construção de uma meta-heurística eficiente para a resolução dos modelos,
principalmente em casos de grande porte.
2.1 Revisão da Literatura
O volume de carga movimentada pelos terminais portuários aumenta a cada ano devido
ao crescimento constante do comércio mundial, por isso, a eficiência do terminal portuário
têm ganhando importância e isso faz com que o número de trabalhos nessa área cresça
significativamente. Uma questão importante relacionada à eficiência dos terminais é o
Problema de Alocação de Berços, que consiste em alocar a embarcação que chegam ao
porto em berços ao longo do cais.
Um dos primeiros modelos para o Problema de Alocação de Berços (PAB) pode ser
2.1. REVISÃO DA LITERATURA 19
encontrado em Imai et al. [31], onde os berços têm comprimento fixo e são considerados
pontos discretos ao longo do cais. Seu modelo assume uma situação denominada estática,
onde os navios a serem atendidos no horizonte de tempo já estão em porto, este modelo é
referenciado como PABD estático pelos autores. Este modelo visa minimizar o tempo de
atracação dos navios para dar uma solução melhor do que a técnica FIFO (first-in-first-
out), também chamada de FIFS (first-in-first-out), que consiste em atender os navios na
ordem com que eles chegam ao porto. Essa estratégia é utilizada na maioria dos portos
comerciais.
Em Imai et al. [32] o PAB de Imai et al. [31] é estendido para a versão dinâmica, onde
todas as embarcações que possuem uma hora de chegada dentro do horizonte de plane-
jamento são consideradas no modelo, este modelo é referenciado como PABD dinâmico
pelos autores. O modelo PABD assume que todas as embarcações podem ser alocadas
em qualquer berço, o que não é usual na prática. Eles também desenvolvem um método
heurístico baseado em um método subgradiente com o relaxamento Lagrangiano para en-
contrar soluções para o BAPD dinâmico. Nishimura et al. [47] e Xu et al. [57] estenderam
ainda mais a versão dinâmica do BAPD, limitando o cais onde cada embarcação pode
atracar e Nishimura et al. [47] também desenvolve e resolve o problema com um algoritmo
genético (GA).
Terminais reais podem ter prioridade no serviço de navios, em alguns terminais, na-
vios com uma pequena quantidade de carga têm prioridade sobre navios com grande
quantidade de carga, outros terminais priorizam navios com grande quantidade de carga,
dependendo de seus contratos. Neste contexto, Imai et al. [33] ampliam os conceitos da
versão dinâmica do BAPD para permitir a periodização no serviço de alguns navios. Em
Imai et al. [35] o BAPD foi adaptado para atracação de vários navios em berços recuados.
Cordeau et al. [19] formulou o BAP como um problema de roteamento de veículos
com janelas de tempo (MDVRPTW) e desenvolveu uma heurística baseada na pesquisa
tabu em duas versões. A heurística tem uma versão para o PAB discreto e outra para
a versão contínua, a versão contínua do PAB será descrita mais adiante nesta revisão de
literatura. Os resultados obtidos pelas heurísticas foram comparados com os resultados
obtidos por um algoritmo Cplex com as mesmas instâncias em seu trabalho.
Monaco and Sammarra [45] propôs uma formulação melhorada de Imai et al. [32] e um
método subgradiente com o relaxamento Lagrangiano que é similar ao método proposto
em Imai et al. [32], mas os resultados obtidos mostram que o método por eles proposto
supera o método de Imai et al. [32].
Saharidis et al. [52] adaptou a formulação PABD a um problema multiobjetivo, em
que os objetivos são inspirados nas decisões que os operadores de terminais devem de
tomar. Hansen et al. [27], Mauri et al. [42], Golias et al. [26], de Oliveira et al. [20],
Lalla-Ruiz et al. [37] e Ting et al. [55] desenvolveram métodos e heurísticas para resolver
o PABD. Imai et al. [36] propôs outra formulação estendida de Imai et al. [32] que pode
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transferir embarcações para outros terminais. Buhrkal et al. [15] propôs uma formulação
alternativa para a versão Cordeau et al. [19] do PAB que é tratada como um Problema
de Roteamento de Veículos (PRV) heterogêneo melhorado com janelas de tempo.
Existe outra abordagem para o PAB que consiste em dividir o cais em várias partes de
alguma unidade de comprimento e cada navio tem seu comprimento expresso nessa mesma
unidade. Essa propriedade é chamada de índice de localização contínua e o modelo PAB
que usa esse tipo de cais é referenciado como BAPC. Neste tipo de modelo, a alocação de
navios é baseada em quantas unidades de cais eles precisam atracar. Nesta abordagem,
os comprimentos dos berços podem variar em cada serviço. Se o modelo usa os dois
tipos de berços descritos (discreto e contínuo), ele é considerado híbrido. Esse tipo de
modelo PAB é inspirado no problema de corte e empacotamento, onde as embarcações
são as mercadorias e a extensão do cais (expressa em partições) é o espaço disponível para
embalar as mercadorias. Lim [41] foram os primeiros a propor um modelo PAB com essa
abordagem. O modelo proposto por eles considera que uma embarcação permanece na
mesma posição durante toda a duração do serviço, e seu modelo visa minimizar o espaço
máximo de cais utilizado a qualquer momento.
Em Li et al. [40] uma embarcação pode ser realocada durante seu serviço. Park and
Kim [48] propõe uma heurística de relaxamento Lagrangiano subgradiente para resol-
ver o BAPC. O modelo BAPC proposto em Imai et al. [34] possui tempo de serviço
diferente para cada posição do cais. Eles também desenvolvem uma heurística para re-
solver as instâncias do modelo PABC proposto e, usando uma heurística proposta em
trabalhos anteriores para resolver as mesmas instâncias do BAPD, argumentam que as
soluções obtidas pelos modelos PABC e PABD, com as mesmas instâncias, possuem solu-
ções equivalentes. Eles também argumentam que instâncias reais de PAB sempre podem
ser resolvidas usando modelos que possuem berços discretos. Lee et al. [39] desenvolve
heurísticas de buscas para o PABC. Cheong et al. [18] usa uma abordagem multiobjetivo
para o PABC, onde também desenvolve um algoritmo evolucionário multiobjetivo para
resolver as instâncias do modelo.
O último grupo de problemas relacionados ao PAB é o Problema de Alocação de
Berço Tático (PABT). O primeiro trabalho para resolver este problema é Moorthy and
Teo [46] onde o seu modelo visa representar o trade-off entre o tempo de espera dos
navios e o custo de movimentação de contêineres entre berços e pátios. Eles modelam
isso como um problema de empacotamento de retângulos em um cilindro e usam um
algoritmo de recozimento simulado (simulated annealing) baseado em pares de sequências
para resolver o problema. Os dois objetivos de seu modelo são maximizar o nível de
serviço (definido como o número de embarcações atendidas em duas horas) e minimizar
os custos relacionados ao movimento de contêineres entre berços e pátios.
Giallombardo et al. [23] propôs outro modelo PABT, que integra o PAB com o crono-
grama de guindastes de cais (GC). Para fazer isso, o modelo por eles criado discretiza o
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horizonte de tempo em várias partições temporais e define todas as variáveis e parâmetros
do modelo com um índice a mais associado a estas partições de temp. As variáveis e os
parâmetros associados aos navios e aos berços são muito semelhantes aos do PABD. O
cronograma dos guindastes de cais pressupõe que uma realocação pode ocorrer a cada
mudança de turno de trabalho, portanto, a partição de tempo nesse modelo é a duração
do turno de trabalho. Além do custo associado aos GC, eles consideram o custo do pátio,
que depende do local de atracação do navio, na função objetivo. Esse modelo é um dos
primeiros a considerar a integração entre o PAB e o cronograma da dos guindastes de
cais, mas a partição de tempo geralmente causa um grande aumento no número de va-
riáveis e, consequentemente, exige mais memória e tempo de processamento para resolver
instâncias deste modelo.
Zhen et al. [58] também propôs um modelo integrado que considera a alocação do
GC e a localização da atracação em índices contínuos. O modelo também considera a
disposição da pilha de contêineres no pátio. Eles fornecem e fazem uso de uma heurística
para resolver instâncias de seu modelo. Hendriks et al. [28] estende o modelo PAB para um
porto multiterminal que pode alocar duas embarcações conectadas a diferentes terminais
e gerar transporte de contêineres interterminais. Os objetivos deste modelo são equilibrar
a carga de trabalho do guindaste sobre os terminais ao longo do tempo e minimizar a
quantidade de transporte de contêineres inter-terminais. Hendriks et al. [29] abordou um
PABT que lida com alocação de berços e planejamento da carga nos pátios.
Lee and Jin [38] discute um TBAP para terminais alimentadores para alocar os ali-
mentadores em berços discretos e a atribuição de locais do pátio para suas cargas. Vacca
et al. [56] desenvolveu um algoritmo de solução exata baseado na técnica branch and price
para o PABT de Giallombardo et al. [23].
Bierwirth and Meisel [12] e Bierwirth and Meisel [13] contêm revisões amplas e deta-
lhadas da literatura até 2014/2015 relacionadas ao problema de alocação de navios em
berços portuários.
Os modelos matemáticos aqui propostos são inspirados em modelos com berços dis-
cretos e foram desenvolvidos para planejar a alocação de toda a cadeia de máquinas que
atuam no carregamento ou descarregamento dos navios. Para realizar a alocação do ma-
quinário, os modelos matemáticos não fazem uso de intervalos de tempo, como hora-a-hora
feito em Park and Kim [48], Imai et al. [36] e Meisel and Bierwirth [43] ou turno-a-turno
como feito em Giallombardo et al. [23] e Vacca et al. [56] e considera que a operação
das máquinas em um dado navio iniciam no momento da atracação e terminam com sua
partida. Desta forma, não são necessárias variáveis definidas em intervalos de tempo, so-
mente são necessárias variáveis e desigualdades que detectam o atendimento simultâneo de
navios. Além disso, dois dos modelos são definidos fazendo uso de padrões de máquinas,
um para o cais outro para os berços permitindo que máquinas de um mesmo tipo tenham
taxas de carregamento ou descarregamento diferentes. Com o uso de padrões também é
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possível tratar facilmente máquinas que possuem restrição de sobreposição, como ocorre
com a maioria dos guindastes portuários, dentre outras vantagens.
2.2 Modelo Matemático para Otimizar a Alocação de
Navios e Máquinas em Berços Portuários
O Modelo Matemático (2.2.1) foi adaptado de Cereser [17] para um caso geral, com
isso o modelo pode ser usado em qualquer tipo de porto e com qualquer quantidade
ou tipo de maquinário. O objetivo do Modelo Matemático (2.2.1) é minimizar a soma
ponderada dos tempos de espera e atendimento de cada navio, para isso, assim como o
modelo matemático descrito em Cereser [17], realiza a integração do problema de alocação
de navios em berços portuários e do problema de alocação de máquinas portuárias nesses
mesmos navios, gerando resultados melhores do que a otimização desses dois problemas
separadamente.
O modelo matemático recebe como parâmetro um número mínimo e máximo de má-
quinas que podem atender cada um dos navios, além disso, em cada posição de tempo, o
número de máquinas de cada tipo que estão atendendo os navios não pode ultrapassar o
número de máquinas desse tipo disponíveis no cais, esse controle é feito com o auxílio de
variáveis binárias que determinam quais navios estão sendo atendidos simultaneamente e
restringe a soma das máquinas usadas nesses atendimentos ao total disponível. Com o
uso dessa técnica, não é necessário discretizar o horizonte de tempo em intervalos.
Conjuntos
• 𝐵: conjunto dos berços.
• 𝑁 : conjunto dos navios.
• 𝑂: conjunto da ordem.
• 𝑃 : conjunto dos tipos de máquinas.
• 𝑃 ′ : subconjunto dos tipos de máquinas que possuem restrições de sobreposição.
• 𝑀𝛼: conjunto das máquinas tipo 𝛼, onde 𝛼 ∈ 𝑃 .
Variáveis
• 𝑥𝑖,𝑗,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o j-ésimo navio atendido no berço k0, caso contrário.
• 𝑇𝑖: hora de atracação do navio 𝑖.
• 𝑡𝑖: duração do atendimento do navio 𝑖.
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• 𝑦𝛼𝑖,𝑗,𝑘,𝑐 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, se o navio i é o j-ésimo navio atendido pela máquina 𝑐 do tipo 𝛼
no berço k
0, caso contrário.
• 𝑌 𝛼𝑖,𝑐: hora de início do atendimento do navio 𝑖 pela máquina 𝑐 tipo 𝛼.
• 𝑤𝛼𝑖,𝑐: duração do atendimento do navio 𝑖 respectivo a máquina 𝑐 tipo 𝛼.
Parâmetros
• 𝛽𝑖 e 𝛽
′
𝑖: pesos relativos à espera e a duração do atendimento do navio 𝑖, respectiva-
mente.
• 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖: tempo de chegada e hora máxima de permanência do navio 𝑖 no porto,
respectivamente.
• 𝑢𝐵: índice do último berço do conjunto 𝐵.
• 𝑢𝛼: índice da última máquina do conjunto 𝑀𝛼.
• 𝑚𝑖𝑛𝛼𝑖 e 𝑚𝑎𝑥𝛼𝑖 : os números mínimo e máximo de máquinas tipo 𝛼 necessárias para
atender o navio 𝑖, respectivamente.
• 𝑄𝑖: carga do navio 𝑖.
• 𝛿𝛼𝑐 : taxa de eficiência da máquina 𝑐 tipo 𝛼.





(𝛽𝑖(𝑇𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝛽 ′𝑖𝑡𝑖) (2.2.1a)


















𝑐 ≥ 𝑄𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁,𝛼 ∈ 𝑃 (2.2.1d)
𝑤𝛼𝑖,𝑐 ≤ 𝑡𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑐 ∈𝑀𝛼, 𝛼 ∈ 𝑃 (2.2.1e)
𝑇𝑖 ≥ 𝑎𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (2.2.1f)
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (2.2.1g)∑︁
𝑖∈𝑁




𝑥𝑖,𝑗,𝑘 = 1 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (2.2.1i)






𝑥𝑖,𝑗−1,𝑘 ∀𝑗 ∈ 𝑂 − {1}, ∀𝑘 ∈ 𝐵 (2.2.1j)
𝑇𝑖 +𝐻(2− 𝑥𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑥𝑝,𝑗−1,𝑘) ≥ 𝑇𝑝 + 𝑡𝑝 (2.2.1k)





























⎞⎠ ≥ 𝑇𝑝 + 𝑡𝑝 (2.2.1p)
∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑝 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑂 − {1},∀𝑐 ∈𝑀𝛼,∀𝛼 ∈ 𝑃






⎞⎠ ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑐 ∈𝑀𝛼,∀𝛼 ∈ 𝑃 (2.2.1q)



















𝑦𝛼𝑖,𝑗,𝑢𝐵 ,𝑐 ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑐 ∈𝑀𝛼 − {𝑢𝛼},∀𝛼 ∈ 𝑃
′ (2.2.1t)
𝑥𝑖,𝑗,𝑘 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑂, ∀𝑘 ∈ 𝐵 (2.2.1u)
𝑇𝑖 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (2.2.1v)
𝑡𝑖 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (2.2.1w)
𝑤𝛼𝑖,𝑐 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑐 ∈𝑀𝛼,∀𝛼 ∈ 𝑃 (2.2.1x)
𝑦𝛼𝑖,𝑗,𝑘,𝑐 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑂, ∀𝑘 ∈ 𝐵, ∀𝑐 ∈𝑀𝛼,∀𝛼 ∈ 𝑃 (2.2.1y)
𝑌 𝛼𝑖,𝑐 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑐 ∈𝑀𝛼,∀𝛼 ∈ 𝑃. (2.2.1z)
A Função (2.2.1a) é a função-objetivo que representa a soma ponderada dos tempos de
espera e de atendimento dos navios. As Restrições (2.2.1b), (2.2.1c) e (2.2.1d) representam
o cálculo do tempo de atendimento para cada tipo de máquina. As Restrições (2.2.1e)
representam o cálculo do tempo de atendimento de cada navio. As Restrições (2.2.1f)
garantem que a atracação do navio só ocorra após a chegada desse navio ao porto. As
Restrições (2.2.1g) garantem que o navio tenha seu atendimento completo antes do seu
horário máximo de permanência no porto. As Restrições (2.2.1h) garantem uma ordem
única na sequência de cada berço. As Restrições (2.2.1i) garantem que o navio é atendido
uma única vez em um único berço. As Restrições (2.2.1j) garantem a sequência da ordem
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de cada berço. As Restrições (2.2.1k) calculam o tempo de atracação de cada navio. As
Restrições (2.2.1l) e (2.2.1m) garantem o número mínimo e máximo de máquinas para
cada navio. As Restrições (2.2.1n) garantem uma ordem única na sequência de cada
máquina. As Restrições (2.2.1o) garantem que cada máquina atende um navio uma única
vez em um único berço. As Restrições (2.2.1p), (2.2.1q) e (2.2.1r) calculam o tempo de
cada máquina em cada navio. As Restrições (2.2.1s) e (2.2.1t) garantem que não haja
sobreposição de máquinas. As Restrições (2.2.1u), (2.2.1v), (2.2.1w), (2.2.1x), (2.2.1y)
e (2.2.1z) garantem que as variáveis de alocação sejam binárias e as variáveis de tempo
sejam contínuas e não-negativas.
As Restrições (2.2.1s) e (2.2.1t) restringem a aplicação do modelo matemático a três
ou menos berços dividindo máquinas, com quatro ou mais berços é preciso criar conjuntos
com os berços adjacentes agrupados três a três, e definir as Restrições (2.2.1s) e (2.2.1t)
nesses conjuntos. Essas restrições também podem ser facilmente garantidas com o uso
de métodos heurísticos ou meta-heurísticos. Como o Modelo Matemático (2.2.1) não é o
principal foco desse trabalho, as Restrições (2.2.1s) e (2.2.1t) definidas nos conjuntos com
os berços adjacentes agrupados três a três serão omitidas.
O modelo considera que o tempo de realocação da máquina é menor que o tempo
que leva a operação de atracação do navio, dessa forma todo o maquinário alocado para
atendimento do navio está disponível para realizar o atendimento assim que a manobra de
atracação é finalizada, assim o tempo de preparo das máquinas pode ser desconsiderado.
O Modelo Matemático (2.2.1) é uma extensão dos modelos matemáticos clássicos como
os encontrados em Cordeau et al. [19] e Imai et al. [33] para integrar também a alocação
das máquinas portuárias usadas no carregamento ou descarregamento dos navios.
Os resultados obtidos em Cereser [17] mostram que as modelagens propostas para o
Terminal de Praia Mole (TPM) representam bem as operações empregadas nesses termi-
nais e podem constituir ferramentas úteis de otimização. Esse modelo matemático e outros
resultados foram patenteados pela companhia Vale S.A. (número BR102014015749).
2.3 Problemas de Otimização Multiobjetivo
Formalmente, considere o seguinte problema de otimização multiobjetivo (POM) como
definido em Branke et al. [14]:
(POM) 𝑀𝑖𝑛 {𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ..., 𝑓𝑝(𝑥)}
𝑥 ∈ 𝑆. (2.3.1)
O POM envolve (𝑝 ≥ 2) funções-objetivo conflitantes, 𝑓𝑖 : R𝑛 → R que devem ser mini-
mizados simultaneamente. A variável de decisão 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑇 pertence ao conjunto
(não-vazio) 𝑆 ⊆ R𝑛 chamado de região factível. O conjunto 𝑆 é formado por restrições.
Os vetores objetivos são imagens de vetores de decisão e consistem em funções-objetivo
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de valores 𝑧 = 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ..., 𝑓𝑝(𝑥))𝑇 . Além disso, a imagem da região factível
no espaço objetivo é chamada de região objetiva factível 𝑧 = 𝑓(𝑆). Na otimização mul-
tiobjetivo, os vetores objetivos são considerados ótimos se nenhum dos seus componentes
puder ser melhorado sem uma deterioração de pelo menos um dos outros componentes.
Nesse problema não basta simplesmente adotar a solução extrema de um dos objetivos
quando os demais critérios também são relevantes ao problema. Um ótimo deste tipo de
problema é um conjunto de soluções que correspondem a compromissos (trade-offs) dife-
rentes entre os objetivos. Os problemas multiobjetivos precisam considerar um segundo
espaço para a otimização, ou seja, o espaço dos objetivos. Esse espaço contém os valores
dos 𝑓𝑖(𝑥), para 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝. Como cada ponto factível do problema multiobjetivo tem
um valor correspondente nos espaços dos objetivos existe um mapeamento de todas as
soluções (pontos) do espaço de variáveis para o espaço de objetivos do problema. A Fi-
gura 2.1 mostra a correspondência entre os espaços da solução e das funções-objetivos.










Figura 2.1: Mapeamento entre o espaço das variáveis e o espaço dos objetivos.
Nesse contexto é necessário definir uma nova forma de comparar soluções: a eficiência
das soluções. Segundo Deb [21] podemos definir a eficiência das soluções do Problema
(2.3.1) pelas Definição 1 e Definição 2.
Definição 1. Um ponto factível ?¯? é chamado de solução eficiente para o Problema (2.3.1)
se não existe nenhum outro ponto factível 𝑥 tal que 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(?¯?).
Definição 2. Um ponto factível ?¯? é chamado de solução fracamente eficiente para o
Problema (2.3.1) se não existe um ponto factível 𝑥 tal que 𝑓(𝑥) < 𝑓(?¯?).
Uma solução que satisfaz a Definição 1 também pode ser chamada de solução do-
minante e uma solução que satisfaz a Definição 2 também pode ser chamada de não-
dominada. As relações entre as soluções do problema multiobjetivo podem ser chamadas
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de relações de dominância, onde uma solução ?¯? domina uma solução 𝑥 quando a solução
?¯? quando 𝑓(?¯?) < 𝑓(𝑥), onde solução é um ponto factível do problema multiobjetivo.
O Conjunto de Pareto é composto de todas as soluções que satisfazem a Definição 1.
O Conjunto fronteira de Pareto é composto dos valores das funções objetivos dos elemen-
tos do Conjunto de Pareto, que é o mapeamento do conjunto de Pareto no espaço dos
objetivos. Dessa forma, ao invés de um ponto solução, o problema multiobjetivo admite
um conjunto solução: o conjunto de Pareto. Em outras palavras, um vetor de decisão
𝑥 ∈ 𝑆 é chamado Pareto-ótimo se não existir outro 𝑥′ ∈ 𝑆 tal que 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 𝑓𝑖(𝑥′) para
todo 𝑖 = 1, ..., 𝑝 e 𝑓𝑗(𝑥) < 𝑓𝑗(𝑥′) para pelo menos um índice 𝑗. A Figura 2.2 mostra os














Figura 2.2: Exemplo de dominância.
Na Figura 2.2, o ponto B domina os pontos E,F,H e I, mas, não domina e não é
dominado pelos pontos A,C,D e G. A fronteira de Pareto na Figura 2.2 é composta
pelos pontos A,B,C,D. O ponto G é dominado pelos pontos C e D por isso não faz
parte da fronteira de Pareto. Formalmente, o conjunto solução (ou conjunto de Pareto),
considerando o conjunto 𝑆 como a região factível, pode ser escrito como:
𝑃 * = {𝑥 ∈ 𝑆 : @𝑥′ ∈ 𝑆 : 𝑓(𝑥′) ≤ 𝑓(𝑥)}. (2.3.2)
O mapeamento do conjunto de Pareto (fronteira de Pareto) no espaço dos objetivos é
dado por:
𝐹𝑃 * = {𝑢 = 𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑃 *}. (2.3.3)
Em um problema multiobjetivo com objetivos conflitantes, cada solução corresponde
a um possível compromisso ótimo entre os objetivos. Obter a solução exige uma segunda
etapa além da busca, a tomada de decisão. Existem três abordagens para a etapa de
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tomada de decisão:
• Inserção de preferências a posteriori: busca-se encontrar o maior número possível
de soluções não-dominadas, para só depois selecionar a mais adequada ao problema
(busca ⇒ decisão).
• Inserção de preferências a priori: já se tem de antemão alguma informação sobre
o tipo de solução mais adequada ao problema, então a busca é direcionada para
encontrar estas soluções (decisão ⇒ busca).
• Inserção progressiva de preferências: é feito um direcionamento da busca, durante
a realização do procedimento, para regiões que contenham soluções mais adequadas
(decisão ⇔ busca).
Na etapa de busca, encontrar um valor próximo ao ideal do peso aplicado aos diferentes
objetivos pode não ser uma tarefa simples. Por esse motivo, é mais comum a inserção das
preferências a posteriori, pois, caso as preferências sofram algum tipo de mudança, todo o
conjunto de Pareto estará disponível para uma nova etapa de decisão. O conjunto solução
ou conjunto de Pareto não se altera no caso da inserção de preferências a posteriori ao
contrário da inserção de preferências a priori e a progressiva onde teríamos que realizar
novamente a etapa de busca. Mais detalhes em Deb et al. [22], Sawaragi et al. [53] e Rao
[50].
2.4 Equação Fundamental da Reta
Dada uma função 𝑓(𝑥) definida nos pontos 𝑎, 𝑏 ∈ R com 𝑎 < 𝑏, então a Equação
(2.4.1) define a reta que passa pelos pontos (𝑎, 𝑓(𝑎)) e (𝑏, 𝑓(𝑏)).
𝑟(𝑥) = 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑏− 𝑎 (𝑥− 𝑎) + 𝑓(𝑎) (2.4.1)















Figura 2.4: Reta tangente.
Mais informações sobre equações de retas e assuntos relacionados em Pogorelov [49].
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2.5 Aproximação de Funções
Definição 3. Dada uma função 𝑓(𝑥) contínua e diferenciável em 𝑎 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝑓). A apro-
ximação linear da função 𝑓(𝑥) no ponto 𝑎 é dada por
𝐿(𝑥) ≈ 𝑓(𝑎) + 𝑓 ′(𝑎)(𝑥− 𝑎) (2.5.1)
onde 𝐿(𝑥) é a aproximação linear de 𝑓(𝑥) em 𝑥 = 𝑎. Para valores 𝑥 ∈ [𝑎− 𝜖, 𝑎+ 𝜖], com
𝜖 ∈ R suficientemente pequeno, a curva descrita pela função 𝑓(𝑥) se aproxima a reta 𝐿(𝑥).
Dessa forma, se uma reta for tangente a função 𝑓(𝑥) for traçada no ponto 𝑎, é possível
calcular o valor aproximado de 𝑓(𝑥) para todo 𝑥 ∈ [𝑎− 𝜖, 𝑎+ 𝜖] fazendo uso da reta 𝐿(𝑥)
definida pela Equação (2.5.1). Um exemplo de reta tangente pode ser visto na Figura 2.4.
Uma aproximação de uma função 𝑓(𝑥) por um polinômio de grau 𝑛 é fornecida pela
fórmula de Taylor.
Definição 4. Fórmula de Taylor de ordem 𝑛: Podemos aproximar uma função 𝑓(𝑥)
com 𝑓 ∈ 𝐶𝑛, onde 𝐶𝑛 é o conjunto das funções que são 𝑛-vezes diferenciáveis, no ponto
𝑎, pelo polinômio definido por
𝑇𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓 ′(𝑎)(𝑥− 𝑎) + 𝑓”(𝑎)2! (𝑥− 𝑎)




A Equação (2.5.2) representa a aproximação de ordem 𝑛 da função 𝑓(𝑥) para todo
𝑥 ∈ [𝑎− 𝜖, 𝑎− 𝜖], onde 𝜖 ∈ R é suficientemente pequeno.
Assuntos relacionados ao polinômio de Taylor e aproximação linear de funções podem
ser encontrados em Abramowitz and Stegun [7] e Auchter [8].
2.6 Computação Evolutiva
A computação evolutiva tem por base mecanismos evolutivos bioinspirados. Esses me-
canismos são fortemente inspirados na teoria da seleção natural de Darwin. Os mecanis-
mos de buscas baseados na computação evolutiva criam uma população de indivíduos que
competem pela sobrevivência e reproduzem. Os indivíduos mais adaptados da população
têm maiores chances de sobreviver e passar suas características para seus descendentes.
Os principais papéis desempenhados pela computação evolutiva são:
• Modelo computacional para simular (ou reproduzir) processos evolutivos naturais;
• Ferramenta (de otimização) para a solução de problemas.
Nesse trabalho, a computação evolutiva é aplicada para resolver problemas de otimi-
zação. As ferramentas de otimização da computação evolutiva são inspiradas em sistemas
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naturais e na evolução das espécies. A computação evolutiva é uma alternativa a compu-
tação clássica para encontrar boas soluções de problemas computáveis, de grande comple-
xidade. A complexidade está associada à quantidade de recursos e tempo computacional
necessários para encontrar a(s) solução(ões) desse tipo de problema. As ferramentas de
otimização da computação evolutiva normalmente são classificadas como heurísticas ou
meta-heurísticas.
Definição 5. Heurísticas: são estratégias que utilizam informações facilmente acessíveis
e pouco aplicáveis para controlar a resolução de problemas. (Resende et al. [51]).
Definição 6. Meta-heurísticas: compreendem metodologias de busca em espaços de solu-
ções candidatas capazes de gerenciar operadores computacionais de busca local e de busca
global, promovendo robustez na busca de soluções. (Glover and Kochenberger [25]).
Em geral em uma heurística ou meta-heurística não garante a obtenção da solução
ótima em prol da agilidade em se obter uma solução factível de boa qualidade. Uma
solução de boa qualidade deve ser entendida como uma solução viável e factível que difi-
cilmente pode ser obtida analiticamente, não necessariamente a ótima, ela é melhor que
nenhuma solução ou uma solução tomada aleatoriamente no espaço de busca. Uma heu-
rística, para um mesmo problema e conjunto de dados, sempre produz a mesma solução
independentemente do número de vezes que é aplicada. Já as meta-heurísticas são méto-
dos usados para gerir heurísticas que incorpora aleatoriedade e, portanto, podem produzir
resultados diferentes a cada aplicação. As heurísticas e meta-heurísticas possuem um am-
plo repertório de possíveis aplicações, com especial destaque para os cenários nos quais os
métodos clássicos de otimização se mostram ineficientes, numericamente instáveis, dentre
outros.
As meta-heurísticas baseadas em algoritmos de computação evolutiva exploram o es-
paço de busca de forma eficaz, visando localizar soluções de boa qualidade. A implemen-
tação dessa ideia se faz com base em heurísticas e meta-heurísticas que fazem uso de um
repertório (população) de soluções candidatas que interagem entre si e competem pela
permanência na população.
Em resumo, a evolução possui três importantes passos:
• Reprodução com herança genética;
• Introdução de variação aleatória em uma população de indivíduos;
• Aplicação da seleção natural para produção da próxima geração.
Baseado na ideia de evolução, os algoritmos evolutivos possuem quatro operações
fundamentais junto à população de indivíduos: reprodução; variação; atribuição de um
valor de adaptação (fitness) e escolha de indivíduos que vão compor a próxima geração.
Alguns dos termos importantes da computação genética são:
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• Representação genotípica: representação das soluções candidatas (um subconjunto
delas comporá a população a cada geração);
• Representação fenotípica: são as possíveis soluções do problema;
• Espaço de busca: conjunto formado por todos os candidatos à solução do problema;
• Função de adaptação ou de fitness: atribui a cada elemento do espaço de busca um
valor de adaptação, que será usado na competição pela sobrevivência. Representa
a pressão do ambiente sobre o fenótipo dos indivíduos.
• Operadores de inicialização: produzem a primeira geração de indivíduos (população
inicial), tomando elementos do espaço de busca;
• Operadores genéticos: implementam o mecanismo de introdução de variabilidade
aleatória no genótipo da população tais como o cruzamento de indivíduos (crossover)
ou a mutação;
• Operadores de seleção: implementam o mecanismo de seleção natural, podendo ser
seleção do melhor indivíduo, torneio, roleta, dentre outros.
A evolução pode ser vista como um processo de busca que, atuando nos genótipos,
acaba por guiar os fenótipos na direção de um ótimo da superfície de adaptação, dadas
as condições iniciais e restrições do ambiente.
Os algoritmos evolutivos possuem um algoritmo padrão baseados na teoria da evolução
neodarwiniana, que pode ser resumido em três características principais:
1. Uma população de candidatos a solução (denominados indivíduos ou cromossomos)
que se reproduzem com herança genética: cada indivíduo corresponde a uma estru-
tura de dados que representa ou codifica um ponto em um espaço de busca. Esses
indivíduos devem se reproduzir (de forma sexuada ou assexuada), gerando filhos
que herdam algumas das características de seu(s) pai(s). No caso de reprodução
sexuada, há troca de material genético entre dois ou mais indivíduos pais;
2. Variação genética: durante o processo reprodutivo, os filhos não apenas herdam
características de seu(s) pai(s), eles também podem sofrer mutações genéticas;
3. Seleção natural: a avaliação dos indivíduos em seu ambiente, através de uma função
de avaliação ou fitness, resulta em um valor correspondente à adaptação, qualidade,
ou ao fitness deste indivíduo. A comparação dos valores individuais de fitness re-
sultará em uma competição pela sobrevivência e reprodução no ambiente, havendo
uma vantagem seletiva daqueles indivíduos com valores elevados de fitness. No ge-
ral os algoritmos evolutivos têm como objetivo obter o indivíduo mais adaptado
ao ambiente, ou seja, o indivíduo de maior 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠, no caso em que a computação
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evolutiva é usada para um problema de otimização onde a função-objetivo é uma
minimização, está função normalmente é adaptada para que o problema se torne
uma maximização e, preferivelmente, dentro de um intervalo conhecido. Por exem-
plo, a função-objetivo 𝑧 = 𝑚𝑖𝑛 𝑥2 onde 𝑥 ∈ 𝑆 e 𝑥 ≥ 0 podemos tomar como função
𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 𝑓𝑖𝑡(𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 1
𝑧+1 , dessa forma 𝑓𝑖𝑡(𝑧) ∈ (0, 1].
Juntas as Características 1, 2 e 3 são chamados de geração. Dados 𝑁 o número de
indivíduos da população, 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑡 o número máximo de iterações, 𝑝𝑐 e 𝑝𝑚 as probabilidades
de crossover e mutação, respectivamente, podemos escrever o algoritmo evolutivo genérico:
Algoritmo 2.1 Algoritmo evolutivo padrão
𝑃2 ← população inicial
𝑓𝑖𝑡← o valor do fitness da população inicial
for 𝑡 = 1 : 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑡 do
𝑃 ← 𝑆𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎(𝑃2, 𝑓𝑖𝑡)
𝑃1 ← 𝑅𝑒𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑧(𝑃, 𝑓𝑖𝑡, 𝑝𝑐)
𝑃2 ← 𝑉 𝑎𝑟𝑖𝑎(𝑃1, 𝑝𝑚)
𝑓𝑖𝑡← 𝐴𝑣𝑎𝑙𝑖𝑎(𝑃2)
end for
Os principais algoritmos do tipo evolutivo são:
• Algoritmos Genéticos (AG) – Genetic Algorithms (GA);
• Estratégias Evolutivas (EE) – Evolution Strategies (ES);
• Programação Evolutiva (PE) – Evolutionary Programming (EP);
• Programação Genética (PG) – Genetic Programming (GP);
• Sistemas Classificadores (SC) – Classifier Systems (CS).
A Tabela 2.1 foi adaptada de Bäck [9] e traz um resumo dos operadores que os dife-
rentes algoritmos evolutivos usam.
Tabela 2.1: Tipos de operadores dos algoritmos evolutivos
AG EE PE PG SC
Representação Cadeias binárias Vetores reais Vetores reais Árvores Cadeias ternárias



























Seleção Probabilística Determinística Probabilística Probabilística Determinística
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É importante salientar que todas as características apresentadas na Tabela 2.1 corres-
pondem aos algoritmos originais (versões padrão). Todos os algoritmos são passíveis de
variações e hibridizações de representação e operadores. Nesse trabalho, um algoritmo
genético foi desenvolvido para resolver o problema de alocação de máquinas e berços.
Mais informações relacionadas à computação evolutiva podem ser consultadas em Back
[10] e Schwefel [54].
2.6.1 Algoritmos Genéticos
Formalizados por Holland [30] com o nome de planos adaptativos, enfatizam a recom-
binação como o principal operador de busca e aplicam mutação com baixas probabilidades
(operador secundário). Operam com representação binária de indivíduos e possuem sele-
ção probabilística proporcional ao fitness (originalmente implementada com um algoritmo
denominado Roulette Wheel). Os Algoritmos Genéticos (AGs) trabalham com dois espa-
ços de busca, o espaço genotípico e o espaço fenotípico, além disso, os algoritmos genéticos
realizam a busca com base em uma população de soluções candidatas (pontos no espaço
de busca) e não sobre um único ponto, como nos métodos clássicos e algumas outras
meta-heurísticas.
Representação (estrutura de dados): uma das principais formas de representação
de um indivíduo, é representar cada atributo como uma sequência de bits e o indivíduo
como a concatenação das sequências de bits de todos os seus atributos (Holland [30] e
Caruana [16]). EmMichalewicz et al. [44], é apresentada outro tipo de codificação também
é muito utilizada, essa codificação usa um alfabeto próprio para os atributos com letras,
códigos, números reais, dentre outros.
A representação de um elemento da população no algoritmo genético desenvolvida
para encontrar soluções dos modelos que serão apresentados é um vetor. Cada valor do
vetor é um navio e a posição desse navio no vetor é usada para determinar sua ordem de
atendimento em um dado berço. Um zero em alguma posição do vetor indica que os navios
que estão depois desse zero têm seu atendimento realizado pelo próximo berço e, dessa
forma, o berço de atendimento do navio é dado pelo número de posições anteriores com
valor zero mais um. A ordem de atendimento do navio é dada pelo número de posições
entre o último valor zero e a posição do navio no vetor. Mais detalhes na Seção 4.3.
Partial-Mapped Crossover e Order Crossover: a permutação Partial-Mapped
Crossover (PMX) aplicada nos vetores 𝑃𝑎𝑖1 e 𝑃𝑎𝑖2, pode ser resumida em três passos.
1. Selecionar aleatoriamente dois pontos para formar um segmento no 𝑃𝑎𝑖1 e no 𝑃𝑎𝑖2.
2. Fazer trocas de valores entre duas posições de modo com que os valores no interior
do segmento do 𝑃𝑎𝑖1 sejam iguais aos valores do interior do segmento do 𝑃𝑎𝑖2.
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3. Trocar o segmento do 𝑃𝑎𝑖1 com o segmento do 𝑃𝑎𝑖2.
Para melhor ilustrar o funcionamento do PMX considere o exemplo onde o segmento
é definido pelas posições 5 a 8:
𝑃𝑎𝑖1 =
(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 5 4 6 |10 2 8 7| 3 9
)︁
. (2.6.1b)
Para tornar o segmento do 𝑃𝑎𝑖1 igual ao segmento do 𝑃𝑎𝑖2, troca-se o valor na posição
7 com o valor na posição 1 e o valor na posição 8 com o valor na posição 10.
𝑃𝑎𝑖1 =
(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 5 4 6 |10 2 8 7| 3 9
)︁
. (2.6.1d)
Com os valores no interior do segmento do 𝑃𝑎𝑖1 iguais aos valores que estão no interior
do segmento do 𝑃𝑎𝑖2, realiza-se a troca dos seguimentos para obter seus filhos.
𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 =
(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 5 4 6 |7 8 2 10| 3 9
)︁
. (2.6.1f)
Usando novamente os vetores 𝑃𝑎𝑖1 e 𝑃𝑎𝑖2, a permutação Order Crossover (OX) tam-
bém pode ser resumida também em 3 passos:
1. Selecionar aleatoriamente dois pontos para formar um segmento no 𝑃𝑎𝑖1 e no 𝑃𝑎𝑖2.
2. Separar os seguimentos do 𝑃𝑎𝑖1 e no do 𝑃𝑎𝑖2 para e aplicá-los nos 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 e 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜2
respectivamente.
3. Completar o 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 com os elementos do 𝑃𝑎𝑖2 que ainda não estão no 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 na
ordem que eles estão no 𝑃𝑎𝑖2. Fazer o mesmo para o 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜2 e 𝑃𝑎𝑖1.
Para ilustrar o OX considere o exemplo onde o segmento também é definido pelas
posições 5 e 8:
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𝑃𝑎𝑖1 =
(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 5 4 6 |10 2 8 7| 3 9
)︁
. (2.6.1h)
Separa-se os segmentos do 𝑃𝑎𝑖1 e 𝑃𝑎𝑖2 que irão gerar os 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 e 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜2:
𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 =
(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
𝑋 𝑋 𝑋 𝑋 |10 2 8 7| 𝑋 𝑋
)︁
. (2.6.1j)
Os elementos faltantes do 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 devem ser completados com elementos do 𝑃𝑎𝑖2 e os
elementos faltantes do 𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜2 devem ser completados com elementos do 𝑃𝑎𝑖1:
𝐹𝑖𝑙ℎ𝑜1 =
(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10




(︁ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 1 5 4 |10 2 8 7| 6 3
)︁
. (2.6.1l)
Seleção por torneio e seleção por elite: a seleção por torneio é feita tomando
grupos da população, onde de cada grupo é selecionado o indivíduo de maior adequação
(maior fitness). Quando cada grupo de indivíduos contêm 𝑛 indivíduos, então esse método
de seleção é chamado de torneio n.
Considerando, por exemplo, umas populações de dois indivíduos, cruzando esses dois
indivíduos são gerados mais dois indivíduos, os dois pais e seus dois filhos. É preciso
selecionar dois desses quatro indivíduos para compor a população da próxima iteração.
Tome, como exemplo, a função-objetivo 𝑧 = 𝑚𝑖𝑛 𝑥2 com função 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 definida por
𝑓𝑖𝑡(𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 1
𝑧+1 , dessa forma 𝑓𝑖𝑡(𝑧) = 𝑚𝑎𝑥
1
𝑥2+1 . Seja a população dos pais e filhos
dada por:
{𝑃1, 𝑃2, 𝐹1, 𝐹2}. (2.6.2)
E seus valores de 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 dados por 𝑓𝑖𝑡(𝑃1) = 15 , 𝑓𝑖𝑡(𝑃2) =
1
10 , 𝑓𝑖𝑡(𝐹1) =
1
2 e 𝑓𝑖𝑡(𝐹2) =
1
17 . Tome no torneio-2 os subconjuntos, gerados aleatoriamente, 𝐺
2
1 = {𝑃1, 𝐹2} e 𝐺22 =
{𝑃1, 𝐹2}. Como 𝑓𝑖𝑡(𝑃1) > 𝑓𝑖𝑡(𝐹2), de 𝐺21 o primeiro indivíduo da nova população é o
elemento 𝑃1, e em 𝐺22 como 𝑓𝑖𝑡(𝐹1) > 𝑓𝑖𝑡(𝑃1) o segundo indivíduo da nova população
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dado pelo elemento 𝐹1, dessa forma a nova população é dada pelo conjunto {𝑃1, 𝐹1}.
Agora com a mesma população e valores de 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠, para ilustrar o torneio-3 considere
os subconjuntos 𝐺31 = {𝐹2, 𝐹2, 𝑃2} e 𝐺32 = {𝑃2, 𝑃1, 𝐹1}. Como os 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 dos elementos
do grupo 𝐺31 são dados por 𝑓𝑖𝑡(𝑃2) > 𝑓𝑖𝑡(𝐹2) = 𝑓𝑖𝑡(𝐹2), o primeiro elemento da nova
população é o 𝑃2, e de 𝐺32 como 𝑓𝑖𝑡(𝐹1) > 𝑓𝑖𝑡(𝑃1) > 𝑓𝑖𝑡(𝑃2) o segundo indivíduo da nova
população é o 𝐹1, e portanto a nova população é dada por {𝑃2, 𝐹1}.
Por fim, para ilustrar a seleção por elite, considere todo o conjunto {𝑃1, 𝑃2, 𝐹1, 𝐹2}
e seleciona-se os 𝑛 maiores 𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 desse grupo, onde 𝑛 é o tamanho da população.
Portanto, como 𝑓𝑖𝑡(𝐹1) > 𝑓𝑖𝑡(𝑃1) > 𝑓𝑖𝑡(𝑃2) > 𝑓𝑖𝑡(𝐹2) a nova população é dada pelo
conjunto {𝐹1, 𝑃1}.
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Capítulo 3
Modelos Matemáticos
Nesse capítulo estão presentes os modelos matemáticos e toda teoria desenvolvida para
o problema de alocação de máquinas e berços. As novas abordagens para o problema de
alocação de navios e máquinas portuárias em berços consistem em tratar as máquinas
em quantidades e não mais individualmente como no Modelo Matemático (2.2.1), dessa
forma, a variável binária 𝑦𝛼𝑖,𝑗,𝑘,𝑐 definida como:
𝑦𝛼𝑖,𝑗,𝑘,𝑐 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o j-ésimo navio atendido pela máquina 𝑐 do tipo 𝛼 no berço k0, caso contrário
não é mais usada nos novos modelos matemáticos.
O Modelo Matemático (3.2.1) possui uma variável que indica o número de máquinas
de cada tipo usadas para o atendimento cada navio, definida como:
𝑚𝑖,𝛼 : quantidade de máquinas tipo 𝛼 alocadas para o atendimento do navio 𝑖.
Com isso, o número de variáveis relacionadas as máquinas é reduzido significativa-
mente, e esse novo modelo matemático apresentou melhor desempenho em otimizadores,
como o CPLEX.
No Modelo Matemático (3.3.1) é introduzido o conceito de padrões de máquinas para
o cais que gera uma redução da quantidade de variáveis e de restrições do problema. A
variável relacionada aos padrões de máquinas é definida como:
𝑦𝑖,𝑘,𝑝 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o atendido no berço k pelo padrão p0, caso contrário.
Além das vantagens de possuir menor número de variáveis relacionadas às máquinas
e restrições mais simples, o Modelo Matemático (3.3.1) pode possuir vantagens ou des-
vantagens ligadas ao uso de padrões de máquinas para o cais dependendo dos dados da
instância. Quando o porto alvo do estudo possui poucas restrições relacionadas a aloca-
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ção das máquinas nos berços, pode ser desvantajoso fazer uso do modelo com padrões
de máquinas para o cais, pois pode haver um grande número de possíveis padrões, sendo
necessária a implementação de um algoritmo computacional custoso para a enumeração
desses padrões de máquinas para o cais.
Em contrapartida, quando o porto permite poucas possibilidades de alocação das
máquinas nos berços, isso, normalmente, gera uma pequena quantidade de padrões de
máquinas e pode até mesmo dispensar o uso de um algoritmo computacional para a
geração desses padrões, nesse caso, o uso dos padrões de máquinas para o cais é uma
vantagem. Visando reduzir o número de padrões de máquinas, tanto para os berços quanto
para o cais, foram enunciados e provados cinco teoremas que reduzem significativamente
o número de padrões, dessa forma, apenas alguns pouco padrões de máquinas precisam
ser criados e passados para o modelo matemático.
Por último, no Modelo Matemático (3.4.1), o conceito de padrões de máquinas é
aplicado aos berços de forma similar aos padrões de máquinas para o cais do Modelo
Matemático (3.3.1). O número de variáveis e restrições desse modelo também é menor em
comparação com o Modelo Matemático (3.2.1) . A nova variável relacionada às máquinas
é definida como:
𝑦𝑖,𝑝 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o atendido pelo padrão p0, caso contrário.
Diferente da aplicação de padrões no Modelo Matemático (3.3.1), no Modelo Mate-
mático (3.4.1) os padrões de berços tendem a ter um número pequeno de possibilidades
mesmo em casos de grande porte. Assim como para os padrões de cais, teoremas e resul-
tados foram provados e usados para reduzir o número de possíveis padrões de berços, sem
perdas nas soluções ótimas das instâncias dos modelos matemáticos.
3.1 Características do Problema de Alocação de Má-
quinas Portuárias
Nessa subseção são apresentadas algumas características que o problema ou o porto
pode apresentar e que são relevantes à modelagem matemática do problema de alocação
de máquinas e berços. Tais características serão consideradas na modelagem matemática
do problema.
3.1.1 Ordenação das Máquinas ao Longo do Cais
Observe que no Modelo Matemático (2.2.1) não é necessário usar as Restrições (2.2.1s)
e (2.2.1t) se as máquinas com restrição de sobreposição de um mesmo tipo forem iguais
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(isto é, com mesmas taxas de carga/descarga), pois, com um processo de pós-otimização,
podemos trocar máquinas que se sobrepõem sem perder qualquer solução ótima. Por
exemplo, em uma instância com três berços e cinco máquinas (guindastes, por exemplo),
dispostos como mostra a Figura 3.2, essa espera não é necessária, e os navios 𝑖1 e 𝑖2,
podem atracar e iniciar seu atendimento imediatamente.
Fonte: Internet
Figura 3.1: Exemplo de máquina que deve seguir uma ordem específica.
𝐵1 𝐵2 𝐵3
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑖1 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑖2
Fonte: Autor
Figura 3.2: Exemplo de uma instância com ordem de máquinas.
Na Figura 3.2, inspirada no porto da Figura 3.1, as Máquinas 𝑀𝑖 são idênticas e
se movimentam em um trilho, ou seja, sua ordem no cais deve ser mantida. Ainda na
Figura 3.2, temos as Máquinas 𝑀1 e 𝑀2 alocadas no Berço 𝐵1, a Máquina 𝑀5 alocada no
Berço 𝐵3 e as Máquinas 𝑀3 e 𝑀4 alocadas no Berço 𝐵2 e atendendo um navio atracado
nesse berço. Desejamos atender o 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑖2 no Berço 𝐵3 com duas máquinas e o 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑖1
no Berço 𝐵1 com uma máquina.
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Para realizar esse atendimento nessas condições teríamos que aguardar o término do
atendimento do navio atracado no Berço 𝐵2. Porém, se for operacionalmente viável que a
Máquina𝑀4 interrompa a operação no Berço 𝐵2 e passe para o Berço 𝐵3 e a Máquina𝑀2
inicie imediatamente a operação no Berço 𝐵2, como mostra a Figura 3.3, é possível realizar
os atendimentos dos navios 𝑖1 e 𝑖2 sem a necessidade de aguardar que o atendimento que
está sendo realizado termine.
𝐵1 𝐵2 𝐵3
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑖1 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑖2
Fonte: Autor
Figura 3.3: Uso da técnica para contornar a ordenação das máquinas
3.1.2 Regiões de Berços Portuários para Divisão das Máquinas
Em certos portos podem existir berços que concorrem pelo uso das máquinas de certo
tipo com alguns berços, normalmente adjacentes, e não concorre com uso desse tipo de
máquinas com os outros berços. Isso pode ocorrer devido à geografia do porto, ou pela
limitação de locomoção de certos tipos de máquinas, ou pelas grandes distâncias entre os
berços, dentre outras. Um exemplo disso ocorre com os guindastes no porto da Figura 3.4.
Fonte: Internet
Figura 3.4: Porto com limitações na alocação dos guindastes.
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Em um porto similar ao porto da Figura 3.4, supondo que a divisão de berços segue
a ordem segundo a Figura 3.5.









Figura 3.5: Exemplo de divisão dos berços.
Pelas Figuras 3.4 e 3.5 notamos que dos guindastes de contêineres que atendem o Berço
1 também podem atender navios nos Berços 2 e 3, mas não podem atender nos demais
berços, pois os guindastes de contêineres estão presos a trilhos e os trilhos dos Berços 1,
2 e 3 não estão conectados aos trilhos dos Berços 4, 5 e 6. Máquinas como empilhadeiras
que atendem podem atender navios em qualquer berço, pois, não dependem de trilhos
para se locomover. Tendo em vista a limitação de atuação de certos tipos de máquinas,
foi introduzido no modelo matemático o conceito de região de berços para cada tipo de
máquina. Cada tipo de máquina possui uma determinada divisão de regiões, onde os
berços de uma mesma região dividem máquinas entre si, mas não com os demais berços.
Cada região possui uma quantidade de máquinas que podem ser alocadas para atender
navios em seus berços. As regiões para os guindastes de contêineres do porto da Figura 3.4













Figura 3.6: Exemplo de regiões em um porto.
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Já para as empilhadeiras, por exemplo, há uma única região contendo todos os berços
do porto da Figura 3.4, pois não existe nenhum tipo de limitação quanto ao berços que
as empilhadeiras possam atender.
3.2 Modelo Matemático para Alocação de Máquinas
e Navios/Embarcações em Berços
O Modelo Matemático (3.2.1) chamado de Modelo para Alocação de Máquinas e Na-
vios/Embarcações em Berços (MAMNM/MAMEB) ou ainda Problema de Alocação de
Máquinas e Navios/Embarcações em Berços (PAMNB/PAMEB) foi desenvolvido como
uma alternativa a formulação apresentada por Cereser [17]. Assim como em Cereser [17]
esse modelo matemático integra totalmente a alocação de navios em berços com a aloca-
ção de máquinas a navios, com a diferença que a alocação não é feita máquina a máquina,
mas em quantidades de cada tipo de máquina. O modelo matemático supõe que a técnica
operacional de troca de máquinas entre berços, quando existe um atendimento sendo re-
alizado, descrita na Subseção 3.1.1, é viável e pode ser executada em qualquer momento.
Outra diferença é o significado da variável 𝑥𝑖,𝑗,𝑘, onde no modelo matemático apresentado
por Cereser [17] essa variável é definida como:
• 𝑥𝑖,𝑗,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é atendido após o navio j no berço k0, caso contrário.
A variável 𝑥𝑖,𝑗,𝑘 relaciona a posição do navio de índice 𝑖 com a posição do navio de
índice 𝑗 no berço 𝑘. A variável do novo modelo, 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 é definida como:
• 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o o-ésimo atendido no berço k0, caso contrário.
Nos novos modelos matemáticos, assim como no Modelo Matemático (2.2.1), a va-
riável 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 relaciona a posição do navio 𝑖 com os atendimentos do berço 𝑘, o índice 𝑜
agora representa a 𝑜-ésima posição, e não mais o navio 𝑗, com essa mudança, a leitura e
interpretação do modelo matemático e de seus resultados fica mais fácil.
Para fazer uso dessa modelagem, é preciso definir um novo conjunto para o índice 𝑜
da variável 𝑥𝑖,𝑜,𝑘, esse novo conjunto é denotado por 𝑂 e chamado conjunto da ordem dos
atendimentos. Se, por exemplo, em uma instância do problema temos 𝑛 navios, então o
conjunto da ordem é dado por 𝑂 = {1, 2, ..., 𝑛}, ou seja, os navios podem assumir desde a
primeira posição no atendimento de um dado berço, até a 𝑛-ésima posição. A ordenação
não deve ser violada, isto é, deve-se seguir a sequência de ordenação, não podendo haver
uma posição vaga entre duas outras ocupadas, para garantir a sequência da ordenação,
novas restrições são introduzidas no modelo matemático, e serão explicadas mais adiante.
O Modelo Matemático (3.2.1) descreve a nova formulação matemática.
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Conjuntos
• 𝐵: conjunto dos berços.
• 𝐵𝑟: subconjunto dos berços da região 𝑟 que dividem máquinas.
• 𝐵𝑟𝑘: subconjunto de todas as 𝑘-combinações possíveis de elementos do conjunto 𝐵𝑟.
• 𝑁 : conjunto dos navios.
• 𝑁𝑘: conjunto de todas possíveis 𝑘-combinações dos elementos de 𝑁 sem repetição.
• 𝐶𝑁𝑘 : combinação dois a dois dos elementos do conjunto 𝑁𝑘.
• 𝑂: conjunto da ordem dos atendimentos.
• 𝑃 : conjunto dos tipos de máquinas.
• 𝑅𝛼: conjunto das regiões das máquinas tipo 𝛼.
Variáveis
• 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o o-ésimo atendido no berço k0, caso contrário.
• 𝑇𝑖: hora de atracação do navio 𝑖.
• 𝑡𝑖: duração do atendimento do navio 𝑖.
• 𝑠𝑖,𝑗 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, se o fim do atendimento do navio i ocorre depois do início do




1, se o início do atendimento do navio i ocorre antes do fim do
atendimento do navio j
0, caso contrário.
• 𝑚𝑖,𝛼: quantidade de máquinas tipo 𝛼 alocadas para o atendimento do navio 𝑖.
Parâmetros
• 𝛽𝑖 e 𝛽
′
𝑖: pesos relativos à espera do navio e a duração do atendimento do navio 𝑖,
respectivamente.





se 𝜃 = 1
𝑄𝑖
𝜃𝛿𝛼
− 𝑄𝑖(𝜃−1)𝛿𝛼 se 𝜃 ≥ 2.
É a diferença de tempo de atendimento entre atender o navio 𝑖 com 𝜃 − 1 e 𝜃
máquinas tipo 𝛼. Esse parâmetro aparece implicitamente no modelo, ele é usado
apenas na implementação computacional do modelo.
3.2. MODELO MATEMÁTICO PARA ALOCAÇÃO INTEGRADA 44
• 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖: tempo de chegada e o tempo máximo de permanência do navio 𝑖 no porto,
respectivamente.
• 𝑐𝑖,𝛼 e 𝑑𝑖,𝛼: mínimo e máximo de máquinas tipo 𝛼 necessárias para atender o navio
𝑖, respectivamente.
• 𝑀 𝑟𝛼: quantidade disponível de máquinas tipo 𝛼 na região 𝑟.
• 𝑄𝑖: carga do navio 𝑖.





𝛽𝑖(𝑇𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝛽 ′𝑖𝑡𝑖 (3.2.1a)
s.a. 𝑡𝑖 ≥ (𝑗 −𝑚𝑖,𝛼)
(︃
𝑄𝑖







∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃, ∀𝑗 ∈ {2, 3, ...,𝑀𝛼}
𝑇𝑖 ≥ 𝑎𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.2.1c)
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.2.1d)∑︁
𝑖∈𝑁









𝑥𝑖,𝑜−1,𝑘 ∀𝑜 ∈ 𝑂 − {1}, 𝑘 ∈ 𝐵 (3.2.1g)
𝑇𝑖 −𝐻(2− 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 − 𝑥𝑗,𝑜−1,𝑘) ≥ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 (3.2.1h)
∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁,∀𝑜 ∈ 𝑂 − {1}, 𝑘 ∈ 𝐵
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 −𝐻𝑠𝑖,𝑗 ≤ 𝑇𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.2.1i)
𝑇𝑖 +𝐻𝑤𝑖,𝑗 ≥ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.2.1j)∑︁
𝑖∈?¯?











∀𝛼 ∈ 𝑃, ∀?¯? ∈ 𝑁𝑘,∀?¯? ∈ 𝐵𝑟𝑘,∀𝑟 ∈ 𝑅𝛼,∀𝑘 ∈ {1, 2, ..., |?¯?|}
𝑚𝑖,𝛼 ≥ 𝑐𝑖,𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝛼 ∈ 𝑃 (3.2.1l)
𝑚𝑖,𝛼 ≤ 𝑑𝑖,𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃 (3.2.1m)
𝑥𝑖,𝑜,𝑘 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑜 ∈ 𝑂, ∀𝑘 ∈ 𝐵 (3.2.1n)
𝑇𝑖 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.2.1o)
𝑠𝑖,𝑗, 𝑤𝑖,𝑗 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.2.1p)
𝑚𝑖,𝛼 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ...} ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃. (3.2.1q)
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A Função (3.2.1a) é a função-objetivo que representa a soma ponderada dos tempos de
espera e de atendimento dos navios. As Restrições (3.2.1b) representam o cálculo do






. Para fazer esse cálculo
utilizam-se funções lineares por partes que representam os tempos de atendimento para
todas as quantidades de máquinas possíveis para cada tipo de máquina (uma explicação
mais detalhada sobre essa linearização por partes do tempo de atendimento será feita na
Seção 4.2 com a nova equação detalhada na Equação 4.2.2a e ilustrada com a Figura 4.1).
As Restrições (3.2.1c) garantem que o horário de atracação de cada navio seja maior
que seu horário de chegada. As Restrições (3.2.1d) garantem que cada navio tenha seu
atendimento completo até seu prazo máximo de permanência no porto. As Restrições
(3.2.1e) e (3.2.1g) garantem que cada navio seja atendido uma vez e por apenas um berço.
As Restrições (3.2.1g) garantem a posição de atendimento de cada navio. As Restrições
(3.2.1h) fazem o cálculo do tempo de atracação para cada navio. As Restrições (3.2.1i) e
(3.2.1j) computam os casos onde há divisão de máquinas. As Restrições (3.2.1k), (3.2.1l) e
(3.2.1m) limitam a quantidade de máquinas que podem ser usadas em cada atendimento.
As Restrições (3.2.1n), (3.2.1o), (3.2.1p) e (3.2.1q) garantem que as variáveis de alocação
sejam binárias e as variáveis de tempo sejam contínuas e não-negativas.
3.2.1 Interpretação das Restrições
O Modelo Matemático (3.2.1) possui características ainda não abordadas na litera-
tura, sobretudo as Restrições (3.2.1i), (3.2.1j) e (3.2.1k). As Restrições (3.2.1i) e (3.2.1j)
trabalham em conjunto, onde as Restrições (3.2.1i) verificam se o Navio 𝑖 tem o fim do seu
atendimento antes do início do atendimento do Navio 𝑗, ou seja, 𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 ≤ 𝑇𝑗, enquanto
as Restrições (3.2.1j) verificam se o Navio 𝑖 tem o início do seu atendimento depois do
término do atendimento do Navio 𝑗, ou seja, 𝑇𝑖 ≥ 𝑇𝑗+𝑡𝑗. Se um dos casos não é satisfeito,
a variável binária associada a restrição assume o valor um, isto é, se 𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 ≥ 𝑇𝑗 então
𝑠𝑖,𝑗 = 1 e se 𝑇𝑖 ≤ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 então 𝑤𝑖,𝑗 = 1. Quando 𝑇𝑖 está no intervalo [𝑇𝑗, 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗), então
𝑠𝑖,𝑗 = 1 e 𝑤𝑖,𝑗 = 1. A Figura 3.7 mostra uma instância onde 𝑠𝑖,𝑗 = 1 e 𝑤𝑖,𝑗 = 1, enquanto
a Figura 3.8 mostra uma instância onde apenas 𝑤𝑖,𝑗 = 1.
Quando 𝑠𝑖,𝑗 = 1 e 𝑤𝑖,𝑗 = 1, então o atendimento do Navio 𝑖 e o atendimento do
Navio 𝑗 vão dividir máquinas se eles estiverem sendo atendidos em berços de uma mesma








?¯? ∈ 𝑁𝑘, ?¯? ∈ 𝐵𝑟𝑘 e 𝑟 ∈ 𝑅, que verifica se os navios estão sendo atendidos nos berços
de uma mesma região. Considere os berços 𝑘1 e 𝑘2, as Restrições (3.2.1k) atuam apenas
quando todas as condições de divisão das máquinas são satisfeitas, que são elas:
1. As Restrições (3.2.1i) foram satisfeitas com 𝑠𝑖,𝑗 = 1;
2. As Restrições (3.2.1j) foram satisfeitas com 𝑤𝑖,𝑗 = 1;




𝑇𝑖 𝑇𝑖 + 𝑡𝑖𝑇𝑗 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑗
Fonte: Autor




𝑇𝑖 𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 𝑇𝑗 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑗
Fonte: Autor
Figura 3.8: Instância sem divisão de máquinas.
3. O Navio 𝑖 é atendido pelo Berço 𝑘1;
4. O Navio 𝑗 é atendido pelo Berço 𝑘2.
Quando as Restrições (3.2.1i) e (3.2.1j) são satisfeitas, independentemente do valor da
variável 𝑠𝑖,𝑗 ou 𝑤𝑖,𝑗, o modelo dá preferência para o valor nulo na variável cuja restrição
é satisfeita independente de seu valor, com isso os navios 𝑖 e 𝑗 não dividem máquinas. O
modelo visa a minimização da variável 𝑡𝑖 que possui valor inversamente proporcional ao
número de máquinas alocadas para atender o navio 𝑖 e quanto menos navios no subcon-
junto de navios que dividem máquinas, o número de máquinas é maior para pelo menos
um navio desse conjunto, o que reduz o valor da função-objetivo.
Para analisar a forma que as Restrições (3.2.1k) assumem, primeiro é preciso definir
os conjuntos 𝐵′𝑟𝑘 , 𝐶𝑘 e 𝑁
′
𝑘. Para uma região 𝑟 com dois berços dividindo máquinas, ou
seja, 𝐵𝑟 = {𝑘1, 𝑘2}, como |𝐵𝑟| = 2 é preciso definir 𝐶2, 𝑁2 e 𝐵𝑟2, onde:
• 𝐵𝑟2 = {𝑘1, 𝑘2}.
• 𝑁2 = {{𝑖, 𝑗}} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗.
• 𝐶2 = {(𝑖, 𝑗)} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗.







𝑥𝑗,𝑜,𝑘2)𝑀 𝑟𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃. (3.2.2)
Agora para uma região 𝑟 com três berços dividindo máquinas, ou seja, 𝐵𝑟 = {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3},
como |𝐵𝑟| = 3, é preciso definir 𝐶2, 𝐶3, 𝑁2, 𝑁3, 𝐵𝑟2 e 𝐵𝑟3, onde:
• 𝐵𝑟2 = {{𝑘1, 𝑘2}, {𝑘1, 𝑘3}, {𝑘2, 𝑘3}}.
• 𝐵𝑟3 = {{𝑘1, 𝑘2}}.
• 𝑁2 = {{𝑖, 𝑗}} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗.
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• 𝑁3 = {{𝑖, 𝑗, 𝑝}} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑝 ∈ 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑝.
• 𝐶2 = {(𝑖, 𝑗)} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗.
• 𝐶3 = {(𝑖, 𝑗), (𝑖, 𝑝), (𝑗, 𝑝)} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑝 ∈ 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑝.






















𝑥𝑗,𝑜,𝑘3)𝑀 𝑟𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃, (3.2.5)
𝑚𝑖,𝛼 +𝑚𝑗,𝛼+𝑚𝑝,𝛼 ≤
(︃











𝑀 𝑟𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑝 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃. (3.2.6)
A nova formulação possui menor número de variáveis que o Modelo Matemático (2.2.1),
além de ser mais enxuta. Quando existe apenas um tipo de máquina em uma instância
do Modelo Matemático (3.2.1), a variável inteira 𝑚𝛼 pode ser relaxada, isto é, pode ser
definida como uma variável contínua, conduzindo a resultados inteiros. Esse resultado é
provado no Teorema 1.
Teorema 1. Caso 𝛼 = 1 em uma instância do Modelo Matemático (3.2.1), com 𝑏𝑖 sufi-
cientemente grande, para todo 𝑖 ∈ 𝑁 . Então, existe uma solução ótima dessa instância
com 𝑚𝑖 ∈ Z, para todo 𝑖 ∈ 𝑁 , usando as Restrições (3.2.1q) reescritas como:
𝑚𝑖 ∈ R+ ∀𝑖 ∈ 𝑁. (3.2.7)
Demonstração. Primeiramente, como 𝛼 = 1, para simplificar a notação o índice 𝛼 das





𝑖𝑡𝑖, com 𝛽 > 0
e 𝛽 ′ > 0, ou seja, retirando a parte constante
∑︁
𝑖∈𝑁
𝛽𝑖𝑎𝑖 da função-objetivo para facilitar a









𝑖 , onde 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑜 ∈ 𝑂, 𝑘 ∈ 𝐵. (3.2.8)
Como por hipótese (3.2.8) forma uma solução do Modelo Matemático (3.2.1), então
essa solução satisfaz as Restrições (3.2.1b) - (3.2.1q).
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Sejam 𝑚*𝑖 = 𝑚𝐼𝑖 +𝑚𝑅𝑖 , onde 𝑚𝐼𝑖 ∈ Z e 𝑚𝑅𝑖 ∈ [0, 1), com 𝑖 ∈ 𝑁 , 𝑁𝑅 = {𝑖 ∈ 𝑁 |𝑚𝑅𝑖 >
0}, onde 𝑘 ∈ 𝐵, suponha que 𝑁𝑅 ̸= ∅ e os subconjuntos 𝐷𝑔, tais que, dados 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐷𝑔,
com 𝑔 ∈ {1, 2, 3, ...}, então 𝑠𝑖,𝑗 = 𝑤𝑖,𝑗 = 1, além disso 𝑥𝑖,𝑜1,𝑘1 = 1 e 𝑥𝑗,𝑜2,𝑘2 = 1 com
𝑜1, 𝑜2 ∈ 𝑂 e 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐵 onde 𝑘1 ̸= 𝑘2, ou seja, 𝐷𝑔 é um conjunto dos navios que dividem
máquinas.
Como a Solução (3.2.8) satisfaz as Restrições (3.2.1l) e (3.2.1m), então:
𝑐𝑖 < 𝑚
* < 𝑑𝑖 𝑖 ∈ 𝑁𝑅. (3.2.9)
Da Equação (3.2.9) tem-ses:
0 < 𝑚𝐼𝑖 − 𝑐𝑖 ≤ 𝑚𝑅𝑖 ≤ 𝑑𝑖 −𝑚𝐼𝑖 < 1 𝑖 ∈ 𝑁𝑅. (3.2.10)
Definindo:
?^?𝑖 = 𝑚𝐼𝑖 𝑖 ∈ 𝑁𝑅 (3.2.11)
Inicialmente, tomando 𝑡′𝑖 = 𝑡*𝑖 onde 𝑖 ∈ 𝑁 .
1. Seja 𝑚𝑎𝑔 =𝑀 −
∑︁
𝑖∈𝐷𝑔
?^?𝑖 𝑔 ∈ {1, 2, 3, ...} .
2. Com a definição de 𝑚𝑎𝑔, definir o subconjunto 𝐺
′ = {𝑔 ∈ {1, 2, 3, ...} : 𝑚𝑎𝑔 > 0}.
3. Tomando a quantidade de máquinas de cada navio como ?^?𝑖, onde 𝑖 ∈ 𝑁 definida















𝑗 ∈ {2, 3, ..., |𝑀 |}, 𝑖 ∈ 𝑁 .










⎧⎨⎩ 𝑡𝑣 𝑣 ∈ 𝑁 ∖ {𝑖}𝑡′𝑣 − (︁ 𝑄𝑣(𝑗−1)𝛿 − 𝑄𝑣𝑗𝛿 )︁ se 𝑗 ∈ {2, 3, ..., |𝑀 |}, se 𝑣 = 𝑖.
𝑇𝑣 =




𝑇𝑢 + 𝑡𝑢, 𝑎𝑗
)︁
se 𝑥𝑗,𝑜,𝑘 = 𝑥𝑢,𝑜−1,𝑘 = 1.






, e ?^?𝑖 ← ?^?𝑖 + 1 e 𝑚𝑎𝑔 ← 𝑚𝑎𝑔 − 1.













, temos 𝑓 ≤ 𝑓 , com a nova solução,
dada por 𝑥*𝑖,𝑜,𝑘, 𝑇𝑖, 𝑠*𝑖,𝑗, 𝑤*𝑖,𝑗, ?^?𝑖, onde 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑜 ∈ 𝑂, 𝑘 ∈ 𝐵.
Repetir os Passos 1 - 6 até que 𝐺′ = ∅. Note que a solução do Item 6 sempre satisfaz
as Restrições (3.2.1l) e (3.2.1m).
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Para ilustrar o processo definido na demonstração do Teorema 1 considere um exemplo
com dois berços, seis navios e três máquinas de um único tipo com uma taxa de operação
de 1500 toneladas/hora, e todos os valores de parâmetros são iguais para todos os navios,
e estão na Tabela 3.1.
Na Tabela 3.1 a representa o tempo de chegada do navio no porto, b o tempo máximo
para sua partida do porto, Q a quantidade de carga, c o número mínimo de máquinas
necessárias para o atendimento dos navios e d o número máximo de máquinas que podem
atender os navios.






Considere a solução onde o Berço 1 atende os navios impares em ordem crescente, isto
é, o conjunto {𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜1, 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜3, 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜5} e o Berço 2 atende os navios pares em ordem
crescente, isto é, o conjunto {𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜2, 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜4, 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜6}. A duração do tempo de atendi-
mento é definida pelas Restrições (3.2.1b) e nesse problema se resume as Desigualdades
(3.2.12b) e (3.2.12c).
𝑡𝑖 ≥ (𝑗 −𝑚𝑖,𝛼)
(︃
𝑄𝑖







∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝛼 ∈ 𝑃, ∀𝑗 ∈ {2, 3, ...,𝑀𝛼}
𝑡𝑖 ≥ (2−𝑚𝑖)7, 5 + 7, 5 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.2.12b)
𝑡𝑖 ≥ (3−𝑚𝑖)2, 5 + 5 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.2.12c)
A solução encontrada aloca 1, 5 máquinas para o atendimento de cada um dos navios,
então de (3.2.12b) resulta em 𝑡𝑖 ≥ 10, 75 e de (3.2.12b) resulta em 𝑡𝑖 ≥ 9, 25, dado que
a função-objetivo é de minimização com coeficientes multiplicadores, tanto de 𝑡𝑖 quanto
de 𝑇𝑖 sempre positivos, então 𝑡𝑖 = 10, 75 para todos os navios. Os valores de 𝑇𝑖 resultam
do valor do tempo de atracação somado ao tempo de atendimento do navio anterior. O
resultado completo está expresso na Tabela 3.2.
Na Tabela 3.2, 𝑇𝑖 é o tempo de atracação de cada navio, 𝑡𝑖 é o tempo de atendimento
de cada navio e 𝑚𝑖 é o número de máquinas que atendem cada navio. Usando o valor 4
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Tabela 3.2: Solução do exemplo
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜1 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜2 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜3 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜4 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜5 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜6
𝑇𝑖 0 0 10,75 10,75 21,5 21,5
𝑡𝑖 10,75 10,75 10,75 10,75 10,75 10,75
𝑚𝑖 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5
para os coeficientes multiplicadores de 𝑇𝑖 e o valor 1 para os coeficientes multiplicadores
de 𝑡𝑖 na função-objetivo, resulta em um total de 322, 5 para a função-objetivo essa solução.








Figura 3.9: Exemplo para aplicação do teorema.
Aplicando o método da demonstração do Teorema 1 para tornar o número de máquinas
um valor inteiro, por (3.2.12b) e (3.2.12b) usando duas máquinas para o atendimento do
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜1 e do 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜2 resulta no tempo de atendimento com valor 7, 5 para cada um desses
navios e deixando apenas uma máquina para atendimento do 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑠2 resultando em um
tempo de atendimento no valor 15. Aumentamos também número de máquinas do 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜4
e do 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜6 para duas resultando também em um tempo de atendimento no valor 7, 5
e deixando uma máquina para o atendimento do 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜5 que resulta em um tempo de
atendimento com valor 15. O resultado completo com os novos valores inteiros para o
número de máquinas está contido na Tabela 3.3.
Tabela 3.3: Solução inteira do exemplo do corolário
𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜1 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜2 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜3 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜4 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜5 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜6
𝑇𝑖 0 0 7, 5 15 15 21,5
𝑡𝑖 7,5 15 7,5 7,5 15 7,5
𝑚𝑖 2 1 2 2 1 2
Usando também os valores 4 e 1 para os coeficientes de 𝑇𝑖 e de 𝑡𝑖 respectivamente,
temos um total para a função-objetivo de 300. A Figura 3.10 representa a solução da
Tabela 3.3.








Figura 3.10: Solução com valores inteiros para a quantidade de máquinas.
Característica do Modelo
• Com o Modelo Matemático (3.2.1) é possível fazer uso de taxas diferentes para
um mesmo maquinário em berços diferentes. Por exemplo, em um porto que faz
uso de caminhões para o transporte da carga dos berços até o pátio de estocagem,
caso as distâncias entre os berços e o pátio de estocagem sejam diferentes, então
os caminhões terão taxas de operação (carga/descarga) diferentes em cada berço,
sendo uma taxa menor em berços mais distantes (assumindo que o caminhão atue
sempre com mesma velocidade independente da distância a ser percorrida).
3.3 Modelo Matemático para Alocação de Navios/-
Embarcações em Berços com Padrões de Máqui-
nas para o Cais
O Modelo Matemático (3.3.1) proposto aqui nessa seção chamado de Modelo para
Alocação de Navios/Embarcações em Berços com Padrões de Máquinas para o Cais
(MANB&PMC/MAEB&PMC) ou ainda Problema de Alocação de Navios/Embarcações
em Berços com Padrões de Máquinas para o Cais (PANB&PMC/PAEB&PMC) não tra-
balha mais com a quantidade de máquinas alocadas, mas, com padrões de alocações de
máquinas ao longo de todo o cais. Com isso, o cálculo do tempo de atendimento é feito
antes da otimização, e usado como um valor conhecido no Modelo Matemático (3.3.1).
Conjuntos
• 𝐵: conjunto dos berços.
• 𝐵𝑟: subconjunto dos berços da região 𝑟 que dividem máquinas.
• 𝑁 : conjunto dos navios.
• 𝑀 : conjunto dos tipos de máquinas.
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• 𝑂: conjunto da ordem (ordenação possível).
• 𝑃 : conjunto dos padrões cais que o maquinário pode assumir.
Variáveis
• 𝑥𝑖,𝑗,𝑜,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o o-ésimo atendido no berço k0, caso contrário.
• 𝑦𝑖,𝑘,𝑝 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o atendido no berço k pelo padrão p0, caso contrário.
• 𝑇𝑖: hora de atracação do navio 𝑖.
• 𝑡𝑖: duração do atendimento do navio 𝑖.
• 𝑠𝑖,𝑗 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, se o fim do atendimento do navio i ocorre depois do início do




1, se o início do atendimento do navio i ocorre antes do fim do
atendimento do navio j
0, caso contrário.
Parâmetros
• 𝛽𝑖 e 𝛽
′
𝑖: pesos relativos à espera do navio e a duração do atendimento do navio 𝑖,
respectivamente.
• 𝑡𝑖,𝑘,𝑝: duração do atendimento do navio 𝑖 com o padrão 𝑝 no berço 𝑘.
• 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖: tempo de chegada e o tempo máximo de permanência do navio 𝑖 no porto,
respectivamente.
• 𝑀 𝑟𝛼: quantidade disponível de máquinas tipo 𝛼 na região 𝑟.





𝛽𝑖(𝑇𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝛽 ′𝑖𝑡𝑖 (3.3.1a)









𝑦𝑖,𝑘,𝑝 = 1 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.3.1d)






𝑥𝑖,𝑜,𝑘 ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝐵 (3.3.1e)
𝑇𝑖 ≥ 𝑎𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.3.1f)
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.3.1g)∑︁
𝑖∈𝑁









𝑥𝑖,𝑜−1,𝑘 ∀𝑜 ∈ 𝑂 − {1}, 𝑘 ∈ 𝐵 (3.3.1j)
𝑇𝑖 −𝐻(2− 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 − 𝑥𝑗,𝑜−1,𝑘) ≥ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 (3.3.1k)
∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁, ∀𝑜 ∈ 𝑂 − {1}, 𝑘 ∈ 𝐵
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 −𝐻𝑠𝑖,𝑗 ≤ 𝑇𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.3.1l)
𝑇𝑖 +𝐻𝑤𝑖,𝑗 ≥ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.3.1m)
𝑥𝑖,𝑜,𝑘 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑜 ∈ 𝑂, ∀𝑘 ∈ 𝐵 (3.3.1n)
𝑦𝑖,𝑘,𝑝 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑘 ∈ 𝐵, ∀𝑝 ∈ 𝑃 (3.3.1o)
𝑇𝑖 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.3.1p)
𝑠𝑖,𝑗, 𝑤𝑖,𝑗 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑁. (3.3.1q)
A Função (3.3.1a) é a função-objetivo que representa a soma ponderada dos tempos de
espera e de atendimento dos navios. As Restrições (3.3.1b) realizam o cálculo do tempo
de atendimento de cada navio. As Restrições (3.3.1c) verificam se o atendimento de dois
navios está sendo realizado simultaneamente em berços diferentes. As Restrições (3.3.1d)
restringem a escolha de apenas um padrão de atendimento para cada navio. As Restrições
(3.3.1e) garantem a seleção de um padrão para o navio e seu berço do atendimento.
As Restrições (3.3.1f) garantem que o horário de atracação de cada navio seja maior
que seu horário de chegada. As Restrições (3.3.1g) garantem que os navios tenham seu
atendimento completo seu prazo máximo de permanência no porto. As Restrições (3.3.1h)
e (3.3.1j) garantem que cada navio deve ser atendido uma vez e por apenas um berço.
As Restrições (3.3.1j) garantem a posição de atendimento de cada navio. As Restrições
(3.3.1k) computam os casos onde há divisão de máquinas. As Restrições (3.3.1l) e (3.3.1m)
computam as situações de divisão de máquinas. As Restrições (3.3.1q) garantem que
as variáveis de alocação sejam binárias e as variáveis de tempo sejam contínuas e não-
negativas.
O modelo tem diversas vantagens e facilidades com relação aos outros modelos pro-
postos, por exemplo, nesse modelo não é preciso realizar a redistribuição das máquinas
entre os berços para evitar a espera de navios na fila, quando existem máquinas ociosas
suficientes para atender os navios da fila sem a necessidade de esperar o atendimento de
algum navio atracado em algum berço do cais acabar, como descrito na Subseção 3.1.1.
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Nesse modelo não é preciso controlar ou alguma técnica para contornar a sobreposição
de máquinas, pois basta fazer uso apenas dos padrões de máquinas para o cais que não
possuem sobreposição, e, como o modelo usa apenas um padrão de máquinas para o cais
por vez, não existe sobreposição de máquinas.
Nesse modelo também é fácil aplicar um fator de penalidade conforme o uso de di-
versas máquinas do mesmo tipo, por exemplo, se alocarmos quatro guindastes para o
descarregamento de um navio cada guindaste provavelmente terá uma eficiência menor
quando comparada com a eficiência de cada guindaste em uma alocação com três ou me-
nos guindastes. Também podemos calcular com maior controle os tempos de atendimento
dos navios, tendo em vista que não são mais necessárias restrições para o cálculo desses
tempos.
3.3.1 Análise dos Padrões de Cais
Para fazer uso do Modelo Matemático (3.3.1) primeiro é preciso definir os padrões para
a divisão das máquinas em todos os berços do porto. Dada uma instância do problema
de alocação de navios e máquinas em berços, para que essa instância tenha as mesmas
soluções ótimas nos Modelos Matemáticos (3.3.1) e Modelo Matemático (3.2.1), é preciso
considerar todas as possíveis divisões das máquinas nos berços. A criação desses padrões
de alocação de máquinas é gerada pelo conjunto de Desigualdades (3.3.2).
∑︁
𝑘∈𝐵𝑟
𝑞𝑝,𝛼,𝑘 ≤𝑀 𝑟𝛼 ∀𝛼 ∈𝑀,∀𝑝 ∈ 𝑃, 𝑟 ∈ 𝑅𝛼 (3.3.2a)
𝑞𝑝,𝛼,𝑘 ≥ 1 ∀𝛼 ∈𝑀, ∀𝑝 ∈ 𝑃, ∀𝑘 ∈ 𝐵𝑟, 𝑟 ∈ 𝑅𝛼. (3.3.2b)
Onde 𝑞𝑝,𝑖,𝑘 é quantidade de máquinas do tipo 𝛼 ∈ 𝑀 do Padrão 𝑝 alocadas no Berço
𝑘. As Restrições (3.3.2a) limitam a soma do número de máquinas tipo 𝛼 de todos os
berços ao número de máquinas desse tipo existentes na região 𝑟 e as Restrições (3.3.2b)
eliminam as soluções triviais, ou seja, alocação que possui zero máquinas de pelo menos
um tipo. Para exemplificar os padrões de cais, considere como exemplo um cais com três
berços, um tipo de máquina com cinco máquinas na única região existente.
Na Figura 3.11 temos o padrão de cais {(2), (2), (1)}, ou seja, duas máquinas no Berço
𝐵1, duas máquinas no Berço 𝐵2 e uma máquina no berço 𝐵3. Já na Figura 3.12 temos
o padrão {(3), (1), (1)}, ou seja, três máquinas no Berço 𝐵1, uma máquina no Berço 𝐵2
e uma máquina no berço 𝐵3. A Notação (3.3.3) representa um Padrão 𝑝 ∈ 𝑃 de um
problema com 𝑛 berços e 𝑚 tipos de máquinas.
A Notação (3.3.3) representa um Padrão 𝑝 ∈ 𝑃 de alocação de máquinas no cais para
o Modelo Matemático (3.3.1), cada vetor desta notação representa a quantidade de cada
tipo de máquina alocadas em um berço, ou seja, cada elemento 𝑞𝑝,𝑖,𝑘 é a quantidade de
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𝐵1 𝐵2 𝐵3
Fonte: Autor




Figura 3.12: Segundo exemplo de padrão de
máquinas no cais.

























Para visualizar a aplicação dos teoremas que serão definidos e mostrados nessa sub-
seção, primeiramente considere um porto-exemplo que atua com contêineres, possui dois
berços e dois tipos de máquinas:
• O porto possui 5 caminhões disponíveis para o embarque/desembarque dos contêi-
neres, cada um deles tem uma taxa de 50 contêineres/dia;
• O porto possui 2 guindastes presos a trilhos para o embarque/desembarque dos
contêineres, cada um deles tem uma taxa de 100 contêineres/dia.
A Tabela 3.4 mostra todos os padrões que o maquinário pode assumir, retirando os
padrões triviais e adicionando os padrões extremos. Onde um padrão trivial é aquele
que possui uma quantidade zero de um tipo de máquina, mas, possui uma quantidade
diferente de zero de algum outro tipo de máquina e um padrão extremo possui o máximo
de máquinas e um dos berços e nenhuma no outro.
Tabela 3.4: Exemplo de padrões para o porto.
Padrão 1 2 3 4 5 6
𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2
Caminhões 1 1 2 1 3 1 4 1 1 2 1 3
Guindastes 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Taxa 50 50 100 50 100 50 100 50 50 100 50 100
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Padrão 7 8 9 10 11 12
𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2
Caminhões 1 4 2 2 3 2 2 3 0 1 0 2
Guindastes 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1
Taxa 50 100 100 100 100 100 100 100 0 50 0 100
Padrão 13 14 15 16 17 18
𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2
Caminhões 0 3 0 4 0 5 0 1 0 2 0 3
Guindastes 0 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 2
Taxa 0 100 0 100 0 100 0 50 0 100 0 150
Padrão 19 20 21 22 23 24
𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2
Caminhões 0 4 0 5 1 0 2 0 3 0 4 0
Guindastes 0 2 0 2 1 0 1 0 1 0 1 0
Taxa 0 200 0 200 50 0 100 0 100 0 100 0
Padrão 25 26 27 28 29 30
𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2 𝐵1 𝐵2
Caminhões 5 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
Guindastes 1 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0
Taxa 100 0 50 0 100 0 150 0 200 0 200 0
Note que o número máximo de caminhões que os padrões conseguem fazer uso ao
mesmo tempo é 4, sendo assim, sem nenhuma perda, podemos retirar um dos caminhões
do problema.
Considere o Padrão 7, nos seguintes casos:
1. Caso apenas o Berço 1 esteja realizando um atendimento, então os padrões tais
como os Padrões 8, 9, 27, 28, 29, 30 dentre outros possuem taxas melhores ou iguais
que o Padrão 7 no Berço 1.
2. Caso apenas o Berço 2 esteja realizando um atendimento, então os Padrões 8, 9, 18,
19, 20 dentre outros possuem taxas melhores ou iguais que o Padrão 7 no Berço 2.
3. Caso os dois berços estejam realizando um atendimento, então os Padrões 8, 9, 10
possuem taxas melhores ou iguais que o Padrão 7 nos Berços 1 e 2.
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Note que nos três casos apresentados, o Padrão 8 é melhor ou igual ao Padrão 7, sendo
assim, o Padrão 7 não oferece ganho algum ao problema, logo podemos desconsiderá-
lo na resolução do Modelo Matemático (3.3.1). É possível verificar ainda que os casos
apresentados ocorrem para diversos outros padrões.
3.3.2 Definições e Teoremas para os Padrões de Maquinário
para o Cais
Tendo em vista os casos da Subseção 3.3.1, foram criados os Teoremas 2, 3, 4 e 5
visando a eliminação dos padrões que não geram ganhos ao problema.
Definição 7. Taxa efetiva de um padrão de cais: A taxa efetiva de um berço 𝑘 ∈ 𝐵
com o padrão de máquinas 𝑝 ∈ 𝑃 é dada por: 𝛿𝑝,𝑘 = 𝑚𝑖𝑛𝛼∈𝑀 (𝑞𝑝,𝛼,𝑘𝛿𝛼), onde 𝑞𝑝,𝛼,𝑘 é
quantidade de máquinas do tipo 𝛼 ∈𝑀 do padrão 𝑝 alocadas no berço 𝑘.
Definição 8. Padrão de cais eficiente: Seja 𝑝 ∈ 𝑃 um padrão de máquinas para o
cais. O padrão 𝑝 é dito eficiente se todo padrão 𝑝 definido como
𝑞𝑝,𝛼,𝑘 =
⎧⎨⎩ 𝑞𝑝,𝑚,𝑏 − 1, se 𝛼 = 𝑚 e 𝑘 = 𝑏;𝑞𝑝,𝛼,𝑘, caso contrário (3.3.4)
onde 𝑚 ∈𝑀 e 𝑏 ∈ 𝐵 , possui 𝛿𝑝𝑚 < 𝛿𝑝𝑚.
Seja 𝐴𝑝,𝛼,𝑘 o número máximo de máquinas tipo 𝛼 ∈ 𝑀 que podemos tirar do berço
𝑘 ∈ 𝐵 do padrão 𝑝 ∈ 𝑃 tal que as taxas desse padrão não se alteram.
Propriedade 1. Padrão não eficiente: O padrão 𝑝 admite 𝐴𝑝,𝛼,𝑘 > 0 para algum
𝛼 ∈𝑀 e 𝑘 ∈ 𝐵 .
Fazendo uso da Propriedade 1, são definidos os teoremas:
Teorema 2. Seja 𝑈 o conjunto de todas as soluções factíveis de uma instância do Modelo
Matemático (3.3.1). Para toda solução 𝑢 ∈ 𝑈 , onde 𝑢 possui pelo menos um padrão de cais
não eficiente, existe pelo menos uma solução ?^? ∈ 𝑈 com mesmo valor de função-objetivo
contendo apenas padrões de cais eficientes.
Demonstração. Seja 𝑢 ∈ 𝑈 uma solução factível de uma instância do Modelo Matemático
(3.3.1) com pelo menos um padrão de cais não eficiente. Definindo:
• 𝑝𝑢𝑖 : O padrão de cais selecionado para o atendimento do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑇 𝑢𝑖 : O tempo de atracação do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑡𝑢𝑖 : A duração do atendimento do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
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• 𝑧𝑢 = ∑︀𝑖∈𝑁(𝛽𝑇 𝑢𝑖 + 𝛽 ′𝑡𝑢𝑖 ): O valor da função-objetivo no ponto solução 𝑢.
Por hipótese, existe pelo menos um navio 𝑗 ∈ 𝑁 tal que o padrão 𝑝𝑢𝑗 não é eficiente.
Definido:
𝑞𝑝?^?𝑗 ,𝛼,𝑘 = 𝑞𝑝𝑢𝑗 ,𝛼,𝑘 − 𝐴𝛼,𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝐵,𝛼 ∈𝑀. (3.3.5)




𝑘 ,∀𝑘 ∈ 𝐵. Dessa forma
𝑡?^?𝑖 = 𝑡𝑢𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁. (3.3.6)
Por (3.3.6) podemos igualar o tempos de atracação de 𝑢 e ?^?, dessa forma ?^? é factível
pois 𝑢 é factível, então:
𝑇 ?^?𝑖 = 𝑇 𝑢𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁. (3.3.7)
De (3.3.6) e (3.3.7) temos que 𝑧?^? = 𝑧𝑢, o que completa a demonstração.
Teorema 3. Dados os padrões 𝑝′ ∈ 𝑃 e 𝑝 ∈ 𝑃 ambos factíveis, tais que 𝛿𝑝,𝑘 ≥ 𝛿𝑝′ ,𝑘,∀𝑘 ∈





, ou seja, caso o padrão 𝑝 domine o
padrão 𝑝 segundo a função multiobjetivo max 𝛿𝑝𝑘 onde 𝑝 ∈ 𝑃 e 𝑘 ∈ 𝐵 , então uma solução
de uma instância do Modelo Matemático (3.3.1) contendo o padrão 𝑝′ não é uma solução
ótima ou é uma solução ótima alternativa para essa instância.
Demonstração. Seja 𝑈 o conjunto de todas as soluções factíveis de uma instância do
Modelo Matemático (3.3.1). Inicialmente, defina para toda solução 𝑢 ∈ 𝑈 :
• 𝑝𝑢𝑖 : O padrão de cais selecionado para o atendimento do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑜𝑢𝑖 : A ordem do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑏𝑢𝑖 : O berço de atracação do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑇 𝑢𝑖 : O tempo de atracação do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑡𝑢𝑖 : A duração do atendimento do navio 𝑖 no ponto solução 𝑢.
• 𝑧𝑢 = ∑︀𝑖∈𝑁(𝛽𝑇 𝑢𝑖 + 𝛽 ′𝑡𝑢𝑖 ): O valor da função-objetivo no ponto solução 𝑢.
Seja 𝑢 ∈ 𝑈 uma solução que contem pelo menos um padrão 𝑝′ ∈ 𝑃 que é dominado
pelo padrão 𝑝 ∈ 𝑃 segundo a função multiobjetivo max 𝛿𝑝𝑘 onde 𝑝 ∈ 𝑃 e 𝑘 ∈ 𝐵 . Como
existe 𝛿𝑝,𝑘 ≥ 𝛿𝑝
′




, logo existe pelo
menos um 𝑗 ∈ 𝑁 tal que 𝑝𝑢𝑖 = 𝑝′ . Definindo a solução ?^? ∈ 𝑈 onde:
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• 𝑜?^?𝑖 = 𝑜𝑢𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝑁 .
• 𝑏?^?𝑖 = 𝑏𝑢𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝑁 .
• 𝑝?^?𝑖 =
⎧⎨⎩ 𝑝, se 𝑖 = 𝑗𝑝𝑢𝑖 , caso contrário.
Dessa forma:
𝑡?^?𝑖 ≤ 𝑡𝑢𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝑁. (3.3.8)
E então, é fácil verificar que é possível tomar:
𝑇 ?^?𝑖 ≤ 𝑇 𝑢𝑖 ,∀𝑖 ∈ 𝑁. (3.3.9)
Por tanto de (3.3.8) e (3.3.9) temos que 𝑧?^? ≤ 𝑧𝑢, o que completa a demonstração.




𝐴𝑝,𝑚,𝑘 máquinas tipo 𝑚
da região 𝑟 ∈ 𝑅𝑚, onde 𝑃 * ⊂ 𝑃 = {𝑝* ∈ 𝑃 *|
∑︁
𝑘∈𝐵𝑟
𝑞𝑝*,𝑚,𝑘 =𝑀 𝑟𝑚,∀𝑚 ∈𝑀,∀𝑟 ∈ 𝑅𝑚} é o
subconjunto dos padrões que fazem uso de todo maquinário disponível e 𝐴𝑝,𝑚,𝑘 é máximo
de máquinas tipo 𝑚 que podemos remover do berço 𝑘 do padrão 𝑝 tal que o padrão 𝑝
definido como:
𝑞𝑝,𝑚,𝑘 = 𝑞𝑝,𝑚,𝑘 − 𝐴𝑝,𝑚,𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝐵,𝑚 ∈𝑀. (3.3.10)
É tal que 𝛿𝑝,𝑘 = 𝛿𝑝,𝑘,∀𝑘 ∈ 𝐵.
Demonstração. Definindo:
𝑞𝑝,𝑚,𝑘 = 𝑞𝑝,𝑚,𝑘 − 𝐴𝑝,𝑚,𝑘 𝑝 ∈ 𝑃 *,𝑚 ∈𝑀,𝑘 ∈ 𝐵, (3.3.11)
onde 𝐴𝑝,𝑚,𝑘 ∈ Z é tal que 𝛿𝑝𝑘 = 𝛿𝑝𝑘, 𝑘 ∈ 𝐵, ∀𝑝 ∈ 𝑃 .
Definindo o conjunto 𝑃 = {𝑝 : 𝑞𝑝,𝑚,𝑘 = 𝑞𝑝,𝑚,𝑘 − 𝐴𝑝,𝑚,𝑘, ∀𝑝 ∈ 𝑃 *,𝑚 ∈ 𝑀,𝑘 ∈ 𝐵}. O
conjunto 𝑃 é equivalente ao conjunto 𝑃 com relação as taxas dos padrões de cais, ou seja,
para todo padrão 𝑝 ∈ 𝑃 existe um padrão 𝑝 ∈ 𝑃 tal que 𝛿𝑝𝑘 = 𝛿𝑝𝑘,∀𝑘 ∈ 𝐵. Além disso:
∑︁
𝑘∈𝐵𝑟
𝑞𝑝,𝑚,𝑘 <= 𝑞𝑝,𝑚,𝑘 − 𝑛𝑟𝑚 ∀𝑟 ∈ 𝑅𝑚,∀𝑝 ∈ 𝑃 , (3.3.12)
o que completa a demonstração.
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Teorema 5. Seja Padrão 𝑝 ∈ 𝑃\𝑃 *, onde 𝑃 * ⊂ 𝑃 = {𝑝* ∈ 𝑃 *| ∑︁
𝑘∈𝐵𝑟
𝑞𝑝*,𝑚,𝑘 =𝑀 𝑟𝑚, ∀𝑚 ∈
𝑀, ∀𝑟 ∈ 𝑅𝑚}, ou seja, 𝑝 não faça uso de todo o maquinário existente. A solução de uma
instância do Modelo Matemático (3.3.1) que contém 𝑝 não é uma solução ótima ou é uma
solução ótima alternativa dessa instância.




𝑚 ∈𝑀, 𝑟 ∈ 𝑅𝑚, por hipótese existe pelo menos um ?^? ∈𝑀 e 𝑟 ∈ 𝑅 tal que 𝑛𝑟?^? > 0.
Dado ?^? ∈𝑀 e definindo 𝑘𝑟?^? tal que:
min
𝑚∈𝑀
(𝑞𝑝,𝑚,𝑘𝑟?^?𝛿𝑚) = 𝑞𝑝,?^?,𝑘𝑟?^?𝛿?^?. (3.3.13)
Caso não exista 𝑘𝑟?^? que satisfaça a Equação (3.3.13), então tome 𝑘𝑟?^? = 𝑘 ∈ 𝐵𝑟 qual-
quer, ou seja, para toda região 𝑟 ∈ 𝑅𝑚, tome um berço 𝑘𝑟𝑚 com gargalo no tipo de máquina
𝑚, caso não exista um berço com gargalo na máquina 𝑚 então tome 𝑘𝑟𝑚 como um berço
qualquer da região 𝑟. O padrão definido como:
𝑞𝑝,𝑚,𝑘 −
⎧⎨⎩ 𝑞𝑝,𝑚,𝑘 + 𝑛
𝑟
?^?, se 𝑘 = 𝑘𝑟𝑚,∀𝑚 ∈𝑀 e ∀𝑟 ∈ 𝑅𝑚;
𝑞𝑝,𝑚,𝑘, caso contrário.
(3.3.14)





e pelo Teorema 3 temos que uma solução ótima de uma instância do
Modelo Matemático (3.3.1) contendo 𝑝 não é uma solução ótima ou é uma solução ótima
alternativa.
Caso nenhum 𝑘𝑟?^? satisfaça (3.3.13) então 𝛿𝑝,𝑘 = 𝛿𝑝,𝑘,∀𝑘 ∈ 𝐵 e substituindo 𝑝 por 𝑝
temos uma solução alternativa, o que completa a demonstração.
Note que o Modelo Matemático (3.3.1) busca:
1. Encontrar a fila de atendimento ótima de navios para cada berço;
2. Encontrar o padrão de atendimento ótimo para cada navio (Restrições (3.3.1d)).
Durante o processo de otimização, tais objetivos são avaliados simultaneamente, de
acordo com os pesos da função-objetivo. O Item 1 é o objetivo clássico do PAB, já o
objetivo do Item 2, principal foco nesse estudo, merece uma análise mais detalhada, pois
nos problemas com diversos tipos de máquinas, ou com muitas máquinas de cada tipo,
ou ainda com muitos berços, serão gerados muitos padrões de máquinas, o que dificulta
a criação e o armazenamento desses padrões e a otimização desses problemas.
Considere uma instância com dois berços, quatro guindastes e quatro caminhões que
realizam o descarregamento dos navios. Os guindastes possuem taxa de 800 tons/hora
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e os caminhões de 600 tons/hora, e os navios que atracam nesses berços trazem sempre

















O Padrão (3.3.15) gera os tempos de atendimento de 4 horas para os navios atendidos
no berço 1 e 6 horas para navios atendidos no berço 2. Existem 4 guindastes, mas
apenas 3 em uso no Padrão (3.3.15), ou seja, um guindaste está sobrando. Alocando esse
guindaste no berço 2 temos o Padrão (3.3.16) que gera os tempos de 4 horas tanto para
navios atendidos no berço 1 quanto para navios atendidos no berço 2, de tal forma que
os tempos gerados pelo Padrão (3.3.16) são menores ou iguais aos tempos gerados pelo
Padrão (3.3.15), caracterizando a dominância do Padrão (3.3.16) sobre Padrão (3.3.15).
Com isso, é possível reduzir significativamente os padrões de máquinas para o cais
removendo os padrões dominados, tornando mais fácil o tratamento e a otimização de
uma instância do modelo.
Características do Modelo
• Com o Modelo Matemático (3.3.1) é possível fazer uso de taxas diferentes de um
mesmo maquinário em berços diferentes. Por exemplo, um porto que faz uso de
caminhões para o transporte da carga dos berços até o pátio de estocagem. Se
as distâncias entre os berços e o pátio de estocagem são diferentes, os caminhões
possuem taxas de carga/descarga diferentes entre os berços, sendo uma taxa menor
nos berços mais distantes (assumindo que o caminhão atue sempre com mesma
velocidade independente da distância a ser percorrida).
• Durante a criação dos padrões de cais, é possível distinguir as taxas das máquinas in-
dividualmente, o que pode aumentar a complexidade computacional do problema de
criação de padrões, e também pode vir a aumentar muito a quantidade de padrões,
mas torna os problemas mais próximos da realidade com resultados praticáveis.
3.3.3 Limitações do Modelo
No caso da Figura 3.13, para que não haja janela de tempo entre os atendimentos do
Navio 𝑗 e do Navio 𝑖, o atendimento do Navio 𝑖 pode ter um número de máquinas igual
ou inferior ao número de máquinas usadas no atendimento do Navio 𝑗 mais as máquinas
não atribuídas no momento do atendimento do Navio 𝑖. O Modelo Matemático (3.3.1)






Figura 3.13: Situação onde não é possível trocar o padrão de máquinas no Modelo (3.3.1).
trabalha com alocações de máquinas para todo o cais, ou seja, para todos os berços ao
mesmo tempo, dessa forma como na situação da Figura 3.13 o atendimento do Navio
𝑝 está ocorrendo no momento do início do atendimento do Navio 𝑖, sendo assim não é
possível trocar o padrão de máquinas, então, na Figura 3.13, o atendimento do Navio 𝑖





Figura 3.14: Situação onde é possível trocar de padrão de máquinas no Modelo (3.3.1).
Fonte: Autor
Para que seja possível trocar o padrão de máquinas que atende o Navio 𝑖, mantendo
a janela de tempo zero entre o atendimento do Navio 𝑗 e do Navio 𝑖, é necessário que o
atendimento do Navio 𝑝 inicie depois da mudança de padrão, como mostra a Figura 3.14.
3.4 Modelo Matemático para Alocação de Navios/-
Embarcações e Padrões de Maquinas em Berços
O Modelo Matemático (3.4.1) proposto aqui nessa seção, chamado de Modelo para
Alocação de Padrões de Máquinas e Navios/Embarcações em Berços (MANPMB/MAP-
MEB) ou Problema de Alocação de Padrões de Maquinas e também trabalha com padrões
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de alocações de máquinas, porém os padrões de máquinas desse modelo são para berços
e não mais para todo o cais. Com isso a limitação descrita na Subseção 3.3.3 não ocorre.
Conjuntos
• 𝐵: conjunto dos Berços.
• 𝐵𝑟: subconjunto dos berços da região 𝑟 que dividem máquinas.
• 𝐵𝑟𝑘: subconjunto de todas as 𝑘-combinações possíveis de elementos do conjunto 𝐵𝑟.
• 𝑁 : conjunto dos Navios.
• 𝑁𝑘: conjunto de todas possíveis 𝑘-combinações dos elementos de 𝑁 sem repetição.
• 𝐶𝑁𝑘 : combinação dois a dois dos elementos do conjunto 𝑁𝑘.
• 𝑂: conjunto da Ordem.
• 𝑃 : conjunto dos padrões que o maquinário pode assumir nos berços.
• 𝑅𝛼: conjunto das regiões das máquinas tipo 𝛼.
Variáveis
• 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o o-ésimo atendido no berço k0, caso contrário.
• 𝑦𝑖,𝑝 =
⎧⎨⎩ 1, se o navio i é o atendido pelo padrão p0, caso contrário.
• 𝑇𝑖: hora de atracação do navio 𝑖.
• 𝑡𝑖: duração do atendimento do navio 𝑖.
• 𝑠𝑖,𝑗 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, se o fim do atendimento do navio i ocorre depois do início do




1, se o início do atendimento do navio i ocorre antes do fim do
atendimento do navio j
0, caso contrário.
Parâmetros
• 𝛽𝑖 e 𝛽
′
𝑖: os pesos relativos à espera do navio e ao tempo de atendimento do navio 𝑖,
respectivamente.
• 𝑡′𝑖,𝑘,𝑝: duração do atendimento do navio 𝑖, no berço 𝑘 com o padrão 𝑝.
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• 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖: são os tempos de chegada e o tempo máximo de permanência do navio 𝑖 no
porto, respectivamente.
• 𝑀 𝑟𝛼: quantidade disponível de máquinas tipo 𝛼 na região 𝑟.





(𝛽𝑖(𝑇𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝛽 ′𝑖𝑡𝑖) (3.4.1a)
𝑠.𝑎. 𝑡𝑖 ≥ 𝑦𝑖,𝑝𝑡𝑖,𝑝 ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑝 ∈ 𝑃 (3.4.1b)∑︁
𝑝∈𝑃








𝑥𝑖,𝑜,𝑘 ∀𝑖 ∈ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝐵 (3.4.1d)
𝑇𝑖 ≥ 𝑎𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.4.1e)
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.4.1f)∑︁
𝑖∈𝑁









𝑥𝑖,𝑜−1,𝑘 ∀𝑜 ∈ 𝑂 − {1}, 𝑘 ∈ 𝐵 (3.4.1i)
𝑇𝑖 −𝐻(2− 𝑥𝑖,𝑜,𝑘 − 𝑥𝑗,𝑜−1,𝑘) ≥ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 (3.4.1j)
∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑗 ∈ 𝑁,∀𝑜 ∈ 𝑂 − {1}, 𝑘 ∈ 𝐵
𝑇𝑖 + 𝑡𝑖 −𝐻𝑠𝑖,𝑗 ≤ 𝑇𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.4.1k)
𝑇𝑖 +𝐻𝑤𝑖,𝑗 ≥ 𝑇𝑗 + 𝑡𝑗 ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁 (3.4.1l)∑︁
𝑖∈?¯?
𝑚𝑖,𝛼 ≤











∀𝛼 ∈ 𝑃, ∀?¯? ∈ 𝑁𝑘,∀?¯? ∈ 𝐵𝑟𝑘,∀𝑟 ∈ 𝑅𝛼,∀𝑘 ∈ {1, 2, ..., |?¯?|}
𝑥𝑖,𝑜,𝑘 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑜 ∈ 𝑂, ∀𝑘 ∈ 𝐵 (3.4.1n)
𝑡
′
𝑖,𝑘,𝑝 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁, ∀𝑘 ∈ 𝐵, 𝑝 ∈ 𝑃 (3.4.1o)
𝑇𝑖 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 (3.4.1p)
𝑠𝑖,𝑗, 𝑤𝑖,𝑗 ∈ {0, 1} ∀𝑖 ∈ 𝑁,∀𝑗 ∈ 𝑁. (3.4.1q)
Onde as Restrições (3.4.1b) representam o cálculo do tempo de atendimento de cada
navio. As Restrições (3.4.1c) garantem a escolha de apenas um padrão de atendimento
para cada navio. As Restrições (3.4.1d) garantem a seleção de um padrão para o navio
e seu berço de atendimento. As Restrições (3.4.1e) garantem que o horário de atracação
de cada navio seja maior que seu horário de chegada. As Restrições (3.4.1f) garantem
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que os navios tenha seu atendimento completo até seu prazo máximo de permanência no
porto. As Restrições (3.4.1g) garantem que cada navio é atendido uma vez e por apenas
um berço. As Restrições (3.4.1i) garantem a posição de atendimento de cada navio. As
Restrições (3.4.1j) fazem o cálculo do tempo de atracação de cada navio. As Restrições
(3.4.1k) e (3.4.1l) garantem as situações de divisão de máquinas, As Restrições (3.4.1n),
(3.4.1o), (3.4.1p) e (3.4.1q) garantem que as variáveis de alocação sejam binárias e as
variáveis de tempo sejam contínuas e não-negativas.
Características do Modelo
• Com o Modelo Matemático (3.4.1) é possível fazer uso de taxas diferentes de um
mesmo maquinário em berços diferentes. Por exemplo, um porto que faz uso de
caminhões para o transporte da carga dos berços até o pátio de estocagem. Se
as distâncias entre os berços e o pátio de estocagem são diferentes, os caminhões
possuem taxas de carga/descarga diferentes entre os berços, sendo uma taxa menor
nos berços mais distantes (assumindo que o caminhão atue sempre com mesma
velocidade independente da distância a ser percorrida).
• Durante a criação dos padrões de cais, é possível distinguir as taxas das máquinas in-
dividualmente, o que pode aumentar a complexidade computacional do problema de
criação de padrões, e também pode vir a aumentar muito a quantidade de padrões,
mas torna os problemas mais próximos da realidade com resultados praticáveis.
O Modelo Matemático (3.4.1) não está sujeito a criação de janelas de tempos devido
a escolha dos padrões de máquinas como no Modelo Matemático (3.3.1) (como mostrado
na Subseção 3.3.3). O Modelo Matemático (3.4.1) possui restrições pouco intuitivas e de
difícil compreensão quando comparadas com as restrições do Modelo Matemático (3.3.1),
como, por exemplo, as Restrições (3.4.1m) que computam o número de máquinas, levando
em conta atendimentos simultâneos de dois ou mais navios. O Modelo Matemático (3.4.1)
é uma combinação dos Modelos Matemáticos (3.2.1) e (3.3.1).
3.4.1 Análise dos Padrões de Berços




𝑀 𝑟𝛼 ∀𝛼 ∈𝑀, ∀𝑝 ∈ 𝑃 (3.4.2a)
𝑞𝑝,𝑖 ≥ 1 ∀𝑖 ∈𝑀, ∀𝑝 ∈ 𝑃. (3.4.2b)
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Onde 𝑀 é o conjunto dos tipos de máquinas, 𝑞𝑝,𝛼 é quantidade de máquinas do Tipo
𝛼 ∈ 𝑀 do Padrão 𝑝. As Restrições (3.4.2a) limitam a soma do número de máquinas
tipo 𝛼 de todos os berços a, no máximo, o número de máquinas existentes na região
e as Restrições (3.4.2b) eliminam as soluções triviais, ou seja, alocação que possui zero
máquinas de pelo menos um tipo.










A Notação (3.4.3), é uma alocação de máquinas em berços para o Modelo Matemático
(3.4.1), cada vetor desta notação representa a quantidade de máquinas de cada tipo
alocadas em um berço, ou seja, cada elemento 𝑞𝑝,𝛼 é a quantidade de máquinas Tipo 𝛼
alocadas em um berço.
Como exemplo, considere novamente um cais com três berços que faz uso de cinco
máquinas de um único tipo.
𝐵1 𝐵2 𝐵3
Fonte: Autor




Figura 3.16: Segundo exemplo de padrão de
máquinas nos berços.
Na Figura 3.15 os padrões de máquinas para os berços são {(2)}, {(2)}, {(1)}, ou
seja, duas máquina no Berço 𝐵1, duas máquinas no Berço 𝐵2 e uma máquina no berço
𝐵3. Já na Figura 3.16 os padrões de máquinas para os berços são {(3)}, {(1)}, {(1)}, ou
seja, três máquina no Berço 𝐵1, uma máquina no Berço 𝐵2 e uma máquina no Berço
𝐵3. Portanto, nessas duas figuras exemplo, temos 3 padrões distintos de berços, que são
{(3)}, {(2)}, {(1)}.
3.4.2 Definições e Teoremas para os Padrões de Maquinário
para os Berços
Assim como feito para os padrões de máquinas para o cais do Modelo Matemático
(3.3.1), duas definições e e um teorema são propostos e provados nessa subseção com o
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objetivo de reduzir o número de padrões de máquinas para os berços que serão usados
nas instâncias do Modelo Matemático (3.4.1).
Definição 9. Taxa efetiva de um padrão de berço: A taxa efetiva de um Padrão de
Máquinas 𝑝 ∈ 𝑃 é dada por 𝛿𝑝 = 𝑚𝑖𝑛𝛼∈𝑀 (𝑞𝑝,𝛼𝛿𝛼), onde 𝑞𝑝,𝛼 é quantidade de máquinas
do Tipo 𝛼 ∈𝑀 do Padrão 𝑝.
Definição 10. Padrão de berço eficiente: Um Padrão 𝑝 ∈ 𝑃 é dito eficiente quando,
para qualquer 𝛼 ∈𝑀 , o padrão 𝑝, com 𝑞𝑝,𝛼 definido como
𝑞𝑝,𝛼 =
⎧⎨⎩ 𝑞𝑝,𝛼 − 1, se 𝛼 = 𝑚;𝑞𝑝,𝛼, caso contrário (3.4.4)
possui 𝛿𝑝 < 𝛿𝑝.
Um padrão de berço que não satisfaça a Definição 10 é chamado de padrão de berço
ineficiente, ou padrão ineficiente.
Teorema 6. Uma solução ótima de uma instância do Modelo Matemático (3.4.1) sempre
pode ser escrita usando-se apenas padrões de berços eficientes.
Demonstração. Primeiramente, definindo a notação:
• 𝑠: uma solução de uma instância do Modelo Matemático (3.4.1).
• 𝑝𝑠𝑖 : o padrão de berço usado para atendimento do navio 𝑖 na solução 𝑠.
• 𝑞𝑝𝑠𝑖 ,𝛼: número de máquinas tipo 𝛼 do padrão 𝑝
𝑠
𝑖 .
• 𝑡𝑠𝑖 : duração do atendimento do navio 𝑖 na solução 𝑠.
• 𝑇 𝑠𝑖 : a hora de atracação do navio 𝑖 na solução 𝑠.
• 𝑧𝑠 = ∑︀𝑖∈𝑁(𝛽 * 𝑇 𝑠𝑖 + 𝛽 ′𝑡𝑠𝑖 ): a função-objetivo do Modelo Matemático (3.4.1).
Suponha que uma instância do Modelo Matemático (3.4.1) gere a solução ótima 𝑠 com
ao menos um navio sendo atendido pelo padrão 𝑝′ que é um padrão de berço ineficiente.
Definindo a solução 𝑠 tal que os padrões 𝑝𝑠𝑖 são dados por:
𝑞𝑝𝑠𝑖 ,𝛼 = 𝑞𝑝𝑠𝑖 ,𝛼 − 𝐴𝑝𝑠𝑖 ,𝛼. (3.4.5)
Onde 𝐴𝑝𝑠𝑖 ,𝛼 é o maior valor inteiro positivo tal que:
𝛿𝑝𝑠𝑖 = 𝛿𝑝𝑠𝑖 . (3.4.6)
De (3.4.6) tem-se 𝑡𝑠𝑖 = 𝑡𝑠𝑖 , portanto tomando 𝑇 𝑠𝑖 = 𝑇 𝑠𝑖 , temos 𝑧𝑠 = 𝑧𝑠.
Logo encontramos uma solução ótima alternativa 𝑠 apenas com padrões eficientes.
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Capítulo 4
Heurísticas para Resolução dos
Modelos
Os algoritmos convencionais de otimização, como o Cplex, são capazes apenas de
resolver instâncias pequenas dos modelos matemáticos propostos, como será mostrado no
Capítulo 5. Para instâncias maiores, o Cplex demanda muito tempo para encontrar uma
solução factível, sendo inviável usá-lo para casos com mais de dez berços portuários e mais
de cem navios.
Para resolver instâncias maiores do problema de alocação de navios e máquinas em
berços foram criadas duas heurísticas e uma meta-heurística, presentes nesse capítulo.
Uma das heurísticas é inspirada nas formulações com os padrões que o maquinário pode
assumir ao longo de todos os berços do cais (Modelo Matemático (3.3.1) e (3.4.1)) e a outra
baseada na quantidade de máquinas usadas em cada atendimento (Modelo Matemático
(3.2.1)). A meta-heurística criada baseia-se no algoritmo genético, com estrutura baseada
no Modelo Matemático (3.4.1).
Os resultados de instâncias do problema de alocação de navios e máquinas em berços
com o Cplex e com os algoritmos criados serão apresentados no Capítulo 5.
4.1 Heurística para Problema de Alocação de Navios
em Berços com Padrões de Máquinas para o Cais
Para a criação da heurística de alocação de navios em berços com padrões de máquinas
para o cais, o problema será interpreta com um problema de duas etapas, onde as etapas
serão:
1. Encontrar uma boa alocação de navios nos berços;
2. Encontrar uma boa alocação de máquinas nos navios.
Para descrever a heurística, definindo os conjuntos:
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• 𝑆: conjunto de todas as alocações factíveis para os navios nos berços;
• 𝑀𝑠: conjunto de todas as alocações de máquinas factíveis para a alocação 𝑠 ∈ 𝑆.
Lembrando que
• 𝛽𝑖 e 𝛽
′
𝑖: são os pesos relativos à espera do navio e ao tempo de atendimento do navio
𝑖, respectivamente.
• 𝑇𝑖: hora de atracação do navio 𝑖.





(𝛽(𝑇 𝑠𝑖,𝑝 − 𝑎𝑖) + 𝛽
′
𝑡𝑠𝑖,𝑝). (4.1.1)






A primeira heurística criada para resolver o problema de alocação de navios e máquinas
em berços portuários está descrita no Algoritmo 4.1.
Algoritmo 4.1 Heurística de alocação de navios em berços com padrões de cais
Input: 𝑁 quantidade de navios, 𝑃 conjunto dos padrões de cais, 𝐵 conjunto dos
berços, 𝛿𝑝,𝑘 taxa do padrão 𝑝 no berço 𝑘, 𝑎𝑖 chegada do navio 𝑖, 𝑄𝑖 quantidade de carga
do navio 𝑖.
1: Regula o número de berços;
2: if 𝑓𝑙𝑎𝑔 then
3: Seleciona apenas os padrões 𝑝 ∈ 𝑃 tais que ∑︀𝑘∈𝐵 𝛿𝑝,𝑘 ≥ 𝛾𝑚𝑎𝑥𝑝*∈𝑃 ∑︀𝑘∈𝐵 𝛿𝑝*,𝑘;
4: end if
5: 𝐴 = ∅, 𝑇𝑎𝑢𝑥 = 0, 𝑇𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑠 = 0 e 𝑀𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑠 = 0;
6: 𝑡𝑚 ← tempo médio de atendimento de todos os navios;
7: 𝑡𝑜𝑙 = 0;
8: while tol ≤ 1 do
9: while cr_parada ≤ N do
10: 𝐶 ← {𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑁}|𝑎𝑖 ≤ 𝑇𝑎𝑢𝑥} − 𝐴;
11: 𝑆 ← até |B| navios de 𝐶;
12: 𝐵𝑆 ← atribuição do berço 𝑏𝑗 para cada 𝑗 ∈ 𝑆;
13: 𝑧𝑚𝑖𝑛 =∞;
14: for i = 1,2,...,|P| do
15: Atribuir o padrão de porto 𝑝𝑖 a 𝑆;
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𝛽(𝑇𝑗 − 𝑎𝑗) + 𝛽 ′𝑡𝑗;
18: if 𝑧𝑖 < 𝑧𝑚𝑖𝑛 then








27: if 𝑆𝑜𝑙𝑖𝑡 < 𝑆𝑜𝑙𝑔 then
28: 𝑆𝑜𝑙𝑔 ← 𝑆𝑜𝑙𝑖𝑡;
29: end if
30: 𝑡𝑜𝑙← 𝑡𝑜𝑙 + 0, 05;
31: end while
Output: 𝑇𝑖 hora de atracação do navio 𝑖, 𝑡𝑖 duração do atendimento do navio 𝑖, 𝑏𝑖
berço de atracação do navio 𝑖, 𝑝𝑖 padrão de cais usado para atender o navio 𝑖, 𝑧 valor da
função objetivo.
A heurística descrita no Algoritmo 4.1 é baseada no modelo que faz uso de padrões de
máquinas para o cais (Modelo Matemático (3.3.1)) e possui as seguintes características:
• Preferência em atender navios com menor volume de carga antes de navios com
maior volume de carga.
É fácil verificar essa característica, basta tomar uma instância do problema com
apenas um berço e dois navios que chegam ao porto no instante de tempo zero, isto
é, 𝑎1 = 𝑎2 = 0. Como esse porto possui um único berço, existe apenas um padrão
de máquinas para esse cais, composto de apenas um berço. Calculando os tempos
de atendimentos desse padrão de máquinas, resulta em 𝑡1 = 10 e 𝑡2 = 1.
Se o Navio 1 é atendido primeiro então 𝑇1 = 0,pois o Navio 1 chega ao porto
no instante de tempo zero. Como 𝑡1 = 10, então 𝑇2 = 10 resultando em 𝑧1 =
10 * 𝛽 + 11𝛽 ′ . Se o Navio 2 é atendido primeiro, resulta em 𝑇2 = 0. Como 𝑡2 = 1,
então 𝑇1 = 1 resultando em 𝑧2 = 𝛽+11𝛽
′ . De forma que 𝑧1 ≥ 𝑧2 sempre que 𝛽 ≥ 0.
Note que, se o Navio 2 possui tempo de chegada até o instante de tempo 9, isto é,
𝑎2 < 9, então esperar sua chagada para atende-lo antes do Navio 1 é vantajosa. Por
essa razão existe um fator de tolerância (𝑡𝑜𝑙) no Algoritmo 4.1 para que a heurística
tenha a capacidade de reproduzir essa espera vantajosa em suas soluções.
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• Faz uso de todos os berços simultaneamente.
Faz pouco sentido, principalmente em casos práticos, que existam berços que
não possam ser usados simultaneamente com outros berços.
• Quando 𝑓𝑙𝑎𝑔 = 1, visa o uso de padrões com melhor aproveitamento do maquinário.
Os padrões de cais com as maiores somas de taxas tendem a gerar soluções
melhores do que os padrões com menor soma.
A tolerância de espera é difícil de ser calculada, pois depende da quantidade de carga
dos navios, do tempo de chegada dos navios e dos padrões de cais que estão sendo usa-
dos. Devido a esse fato, a heurística é realizada diversas vezes com diferentes valores
para a tolerância de espera dos navios e o melhor resultado é computado. O tempo
de processamento da heurística é extremamente baixo considerando a complexidade do
problema, então realiza-la diversas vezes não aumenta significativamente seu tempo de
processamento.
A heurística também contorna o problema da geração de janelas de tempo devido à
escolha dos padrões de máquinas, que foi detalhado na Subseção 3.3.3, pois verifica se o
número de máquinas usadas no berço para o atendimento do navio que gerou uma janela
de tempo, é menor ou igual ao número de máquinas disponíveis no início dessa janela de
tempo, em caso afirmativo a janela de tempo é eliminada e a hora de atracação do navio
é atualizada.
4.1.1 Geração dos Padrões de Cais
A geração de padrões de máquina para o cais é feita através da resolução de um
problema de otimização linear multiobjetivo com variáveis inteiras. Dados os parâmetros
e variáveis
• 𝛿𝛼: taxa de eficiência da máquina tipo 𝛼.
• 𝑀𝛼: quantidade de máquinas tipo 𝛼 disponíveis.
• 𝛿𝑘: taxa de carga/descarga do berço 𝑘.
• 𝑚𝑘,𝛼: quantidade de máquinas tipo 𝛼 alocadas no berço 𝑘.
definimos o problema de encontrar os padrões de máquinas para o cais como
𝛿* = max (𝛿1, 𝛿2, ..., 𝛿|𝐵|) (4.1.3a)
𝑠.𝑎. 𝛿𝑘 ≤ ∑︁
𝛼∈𝑀
𝛿𝛼𝑚𝑘,𝛼 ∀𝑘 ∈ 𝐵 (4.1.3b)
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∑︁
𝑘∈𝐵
𝑚𝑘,𝛼 ≤𝑀𝛼 𝛼 ∈𝑀 (4.1.3c)
𝑚𝑘,𝛼 ∈ Z ∀𝑘 ∈ 𝐵,𝛼 ∈𝑀. (4.1.3d)
Os padrões de máquinas para o cais também podem ser expressos como combinação
dos padrões eficientes de berços, fazendo:
1. Encontraro conjunto 𝑃𝐵 dos padrões de berços eficientes, de acordo com a Defini-
ção 10 e o Teorema 6;
2. Com o conjunto 𝑃𝐵 encontrar o conjunto dos padrões de cais resolvendo o problema
linear multiobjetivo inteiro (4.1.4).











𝑚𝑖,𝛼,𝑘𝑝𝑖,𝑘 ≤𝑀𝛼 ∀𝛼 ∈𝑀 (4.1.4c)
𝑝𝑖,𝑘 ∈ {0, 1} ∀𝑘 ∈ 𝐵, 𝑖 ∈ 𝑃𝐵. (4.1.4d)
Onde
𝑝𝑖,𝑘 =
⎧⎨⎩ 1, se o padrão de máquinas (para berços) 𝑖 é usado no berço 𝑘0, caso contrário,
𝛿𝑘 é a taxa de carregamento/descarregamento do padrão de máquinas (para berços)
𝑘 e 𝑚𝑖,𝛼,𝑘 representa a quantidade de máquinas tipo 𝛼 usadas no berço 𝑘 do padrão
de berço 𝑖.
Resolver uma instância com o Modelo (4.1.4) tende a ser computacionalmente mais ba-
rato que resolver essa mesma instância com o Modelo (4.1.3). Uma forma de se encontrar
os padrões de berços do Passo 1 será apresentada no Algoritmo 4.2.
Para facilitar a resolução desses problemas multiobjetivo, é possível aplicar algum
critério de seleção de padrões, o que irá reduzir o número de soluções do problema mul-
tiobjetivo. Um possível critério é definir 0 < 𝛾 ≤ 1 e selecionar os padrões 𝑝 tais que∑︁
𝑘∈𝐵




𝛿𝑝*,𝑘 sujeito a (4.1.4b), (4.1.4c) e (4.1.4d). Para usar





𝛿𝑖𝑝𝑖,𝑘 ≥ 𝛾𝛿* no modelo.
Note que, ao fazer o uso de critério de seleção, pode ocorrer perda de boas soluções,
pois alguns padrões relevantes ao problema original não serão criados.
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Para instâncias com muitas máquinas e muitos berços, resolver o problema de encon-
trar padrões de cais pode ser um problema computacionalmente caro, necessitando várias
horas ou até mesmo dias para ser resolvido.
Dois algoritmos simples foram desenvolvidos e usados para a obtenção dos padrões
eficientes de berços e cais. O Algoritmo 4.2 é uma recursão que encontra os padrões de
máquinas para os berços.
Algoritmo 4.2 Heurística para criação de padrões de máquinas para os berços
Input: 𝑇𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎 número de tipos de máquinas, 𝑀𝑎𝑥𝑀𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎 número máximo de
cada tipo de máquina, 𝑀𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎.𝑞 quantidade de máquinas disponíveis e𝑀𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎.𝑣 taxa
da máquina.
1: 𝑇𝑜𝑑𝑎𝑠𝐶𝑜𝑚𝑏(𝑖, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒, 𝑎𝑢𝑥, 𝑖𝑛𝑖𝑝,𝑚𝑎𝑥𝑝,𝑚𝑎𝑥, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠);
2: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠 = ∅;
3: 𝑇𝑜𝑑𝑎𝑠𝐶𝑜𝑚𝑏(1, 1, 𝑜𝑛𝑒𝑠(𝑇𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎), 𝑜𝑛𝑒𝑠(𝑇𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎),𝑀𝑎𝑥𝑀𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎, ...
4: 𝑇𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠);
5: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝑞𝑡 = 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒− 1;
6: Calcula a taxa dos padrões ;
7: Remove os padrões ineficientes;
Output: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠 matriz com os padrões de máquinas para os berços.
A sub-rotina TodasComb (Linha 3) é o passo principal do Algoritmo 4.2, e ela enu-
mera os possíveis vetores com as quantidades de máquinas de cada tipo. A Linha 6 do
Algoritmo 4.2 realiza a aplicação do Teorema 6 e essa sub-rotina será omitida.
Algoritmo 4.3 Algoritmo para encontrar combinações de máquinas (TodasComb)
Input: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠 matriz de todas as combinações, 𝑖 nível inicial da arvore (precisa ser 1
na chamada inicial), 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 posição atual da matriz combinação (precisa ser 1 na chamada
inicial), 𝑎𝑢𝑥 vetor combinação atual (um vetor de zeros ou uns na primeira chamada),
𝑖𝑛𝑖𝑝 valor inicial de cada nó, 𝑚𝑎𝑥𝑝 valor máximo de cada nó, 𝑚𝑎𝑥 número de níveis.
1: if 𝑖 > 𝑚𝑎𝑥 then
2: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠(:, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒) = 𝑎𝑢𝑥;
3: 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 = 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒+ 1;
4: retorna 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠;
5: else
6: for 𝑘 = 𝑖𝑛𝑖𝑝(𝑖), ...,𝑚𝑎𝑥𝑝(𝑖) do
7: 𝑎𝑢𝑥(𝑖) = 𝑘;
8: 𝑇𝑜𝑑𝑎𝑠𝐶𝑜𝑚𝑏(𝑖+ 1, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒, 𝑎𝑢𝑥, 𝑖𝑛𝑖𝑝,𝑚𝑎𝑥𝑝,𝑚𝑎𝑥, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠);
9: end for
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10: end if
Output: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠 matriz com os padrões eficientes de máquinas para os berços.
O Algoritmo 4.3 encontra todos os padrões de berço eficientes, que são parâmetros
de entrada para o Modelo Matemático (3.4.1). Além disso, com os padrões eficientes de
berços, podemos montar os padrões de cais, pois é possível obtê-los fazendo as combinações
dos padrões eficientes de berços com o Algoritmo 4.4.
Algoritmo 4.4 Algoritmo para encontrar os padrões de porto
Input: 𝑇𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎 quantidade de tipos de máquinas, 𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑞𝑡 quantidade de berços,
𝑀𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎.𝑞 quantidade de máquinas disponíveis e 𝑀𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎.𝑣 taxa da máquina;
1: 𝑃 = ∅;
2: 𝑇𝑜𝑑𝑎𝑠𝐶𝑜𝑚𝑏(1, 1, 𝑜𝑛𝑒𝑠(1, 𝑇 𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎), 𝑜𝑛𝑒𝑠(1, 𝑇 𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎),𝑚𝑎𝑥, ...
3: ...𝑇 𝑖𝑝𝑜𝑚𝑎𝑞𝑢𝑖𝑛𝑎, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠);
4: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝑞𝑡 = 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒− 1;
5: Remove padrões de berços não combináveis;
6: Calcula a taxa dos padrões de berços;
7: Remove os padrões de berços ineficientes;
8: 𝑎𝑢𝑥 = ∅; 𝑎𝑢𝑥𝑡𝑎𝑥 = ∅;
9: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠 = ∅;𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠𝑡𝑎𝑥 = ∅;
10: 𝑖 = 1; 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 = 1;
11: 𝐶𝑜𝑚𝑏𝐶𝑎𝑖𝑠(𝑖, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒, 𝑎𝑢𝑥, 𝑎𝑢𝑥𝑡𝑎𝑥, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝑞𝑡, 𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑞𝑡, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠, 𝑡𝑎𝑥, ...
12: ...𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠𝑡𝑎𝑥);
13: Remove padrões de cais infactíveis;
14: Remove padrões de cais dominados;
15: Calcula a taxa dos padrões de cais;
16: Remove os padrões de cais ineficientes;
Output: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠 matriz com os padrões de máquinas para o cais.
O passo principal do Algoritmo 4.4 é a Linha 11 que realiza a combinação dos padrões
de berços para formar os padrões de cais e essa sub-rotina está descrita no Algoritmo 4.5.
Com todos os padrões de cais, a rotina remove os padrões de cais infactíveis, ou seja,
padrões que usam mais máquinas de um tipo que a quantidade disponível ou que opera
com uma quantidade de máquinas menor que o valor mínimo para certo tipo de máquina,
dentre outros.
O algoritmo também remove os padrões de cais dominados e os padrões ineficientes,
que é a aplicação dos Teoremas 3 e 4, respectivamente. Os algoritmos que removem os
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padrões de cais infactíveis, que aplicam os teoremas citados e que calculam as taxas dos
padrões de berços e cais serão omitidos.
Algoritmo 4.5 Algoritmo para combinar padrões de berços (CombCais)
Input: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠 matriz dos padrões de cais, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠𝑡𝑎𝑥 taxa dos padrões de
cais, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠 conjunto dos padrões de berço, 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝑞𝑡 quantidade de padrões de berço,
𝑡𝑎𝑥 taxa dos padrões de berços, 𝑖 nó/nível inicial da arvore (precisa ser 1 na primeira cha-
mada), 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 índice atual do conjunto 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠 (precisa ser 1 na primeira chamada),
𝑎𝑢𝑥 combinação atual (Precisa ser vetor de um ou zero na primeira chamada), 𝑎𝑢𝑥𝑡𝑎𝑥 taxa
da combinação atual, 𝑖𝑛𝑖𝑝 valor inicial para cada nível/nó, 𝑚𝑎𝑥𝑝 valor máximo de cada
nó, 𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑞𝑡 quantidade de berços.
1: if 𝑖 > 𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑞𝑡 then
2: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠(:, :, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒) = 𝑎𝑢𝑥;
3: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠𝑡𝑎𝑥(:, 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒) = 𝑎𝑢𝑥𝑡𝑎𝑥;
4: 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 = 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒+ 1;
5: Retorna 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠;
6: else
7: for 𝑘 = 1, ..., 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝑞𝑡 do
8: 𝑎𝑢𝑥(:, 𝑖) = 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠(:, 𝑘);
9: 𝑎𝑢𝑥𝑡𝑎𝑥(𝑖) = 𝑡𝑎𝑥(𝑘);




Output: 𝑃𝑎𝑑𝑟𝑜𝑒𝑠𝐶𝑎𝑖𝑠 matriz com todas as combinações dos padrões de berços.
Alternativamente, podemos obter os padrões de porto com um algoritmo recursivo que
aloque todas as máquinas disponíveis de cada tipo em cada um dos padrões de cais, pois,
segundo o Teorema 5, podemos enumerar apenas os padrões de cais que fazem uso de todo
maquinário sem perder a solução ótima do Modelo Matemático (3.3.1), dessa forma, os
padrões de cais que não fazem uso de todas as máquinas não serão criados, economizando
esforço computacional.
Tendo em vista o alto custo computacional de se encontrar padrões de máquinas,
tanto para berços quanto para o cais, novas formas de se obter os padrões estão sendo
estudadas. Uma delas será apresentada no Capítulo 6 onde são tratados os trabalhos
futuros. É possível fazer uso de métodos mais modernos para resolver problemas de
otimização linear inteira-mista multiobjetivo nas instâncias do Modelo Matemático (4.1.3)
para encontrar os padrões de cais, assim o problema será resolvido de forma mais eficiente.
Com uma solução ótima de uma instância do Modelo Matemático (4.1.3), que é um
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conjunto de padrões de cais por se tratar de um problema mutiobjetivo, obtemos também
todos, ou a maioria, dos padrões eficientes de berços, onde o conjunto dos padrões efici-
entes de berços é formado pelos padrões eficientes de berços distintos de todas as soluções
da instância.
Para instâncias reais ou com dimensão grande, ambas as formas são ineficientes, pois,
segundo teoria combinatória, o custo computacional de se obter a combinação de todos
os elementos é computacionalmente custoso, logo inviável para instâncias grandes, como
é o caso da maioria dos problemas reais. Em instâncias com dimensão grande os padrões
são enumerados de forma manual, e apenas alguns padrões considerados fundamentais de
berços e cais são usados.
Essa enumeração manual de padrões em casos reais não é uma aproximação esdrúxula,
pois, em geral, o operador do porto possui alguns poucos layouts para o cais que considera
factível, e deseja que a solução fornecida use os padrões listados pela operação.
4.2 Heurística para Problema de Alocação de Navios
e Máquinas em Berços
Dado um subconjunto 𝑆 ′ ∈ 𝑆 de navios que são atendidos ao simultaneamente em











∀𝑖 ∈ 𝑆 ′ (4.2.1b)
∑︁
𝑘∈𝐵
𝑚𝑖,𝛼 ≤𝑀𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑆 ′ , 𝛼 ∈𝑀 (4.2.1c)
𝑚𝑚𝑖𝑛𝑖,𝛼 ≤ 𝑚𝑖,𝛼 ≤ 𝑚𝑚𝑎𝑥𝑖,𝛼 ∀𝑖 ∈ 𝑆
′
, 𝛼 ∈𝑀 (4.2.1d)
𝑚𝑖,𝛼 ∈ {0, 1, 2, 3...} ∀𝑖 ∈ 𝑆 ′ , 𝛼 ∈𝑀. (4.2.1e)
onde 𝑡𝑖 é a duração do atendimento do navio 𝑖, 𝑄𝑖 a quantidade de carga do navio 𝑖, 𝛿𝛼 é
a taxa com que a máquina tipo 𝛼 opera, 𝑚𝑖,𝛼 é a quantidade de máquinas tipo 𝛼 alocadas
para o atendimento do navio 𝑖, 𝑀𝛼 a quantidade total de máquinas tipo 𝛼 disponíveis,
𝑚𝑚𝑖𝑛𝑖,𝛼 é a quantidade mínima de máquinas tipo 𝛼 necessárias para o atendimento do navio
𝑖 e 𝑚𝑚𝑎𝑥𝑖,𝛼 é a quantidade máxima de máquinas tipo 𝛼 necessárias para o atendimento do
navio 𝑖.
O gráfico da Figura 4.1 mostra a linearização da função 10
𝑥
usando a equação funda-
mental da reta, definida pela Equação (2.4.1), nos pontos 𝑘 e 𝑘 + 1 ∀𝑘 ∈ {1, 2, ...}, essa
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técnica será usada para linearizar as Restrições (4.2.1b).














Figura 4.1: Exemplo de linearização de função por retas.
Fazendo uso dessa técnica, as Restrições (4.2.1b) podem ser reescritas na forma linear
















∀𝑖 ∈ 𝑆 ′ , 𝛼 ∈𝑀,𝑘 ∈ {1, 2, ...𝑚𝑚𝑎𝑥𝑖,𝛼 } (4.2.2b)
onde os pontos 𝑘 = {1, 2, 3, ...} são os pontos usados na construção das retas para as De-
sigualdades (4.2.2a). As Desigualdades (4.2.2a) assumem o mesmo valor da Desigualdade
(4.2.1b) nos pontos inteiros.
A heurística que faz a alocação das máquinas em berços é similar a heurística faz a alo-
cação das máquinas no cais (Algoritmo 4.1 da Seção 4.1). Na heurística do Algoritmo 4.1
a alocação das máquinas é feita selecionando-se um padrão dentre um conjunto de padrões
possíveis que o maquinário pode assumir ao longo do cais e esse conjunto de possíveis pa-
drões é um parâmetro previamente determinado. A heurística do Algoritmo 4.6, descrita
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nessa subseção, trabalha com a alocação direta das máquinas, de forma que dispensa a
criação prévia dos padrões de máquinas ao longo do cais.
Algoritmo 4.6 Heurística para a alocação de navios e máquinas em berços
Input: 𝑁 quantidade de navios, 𝐵 conjunto dos berços, 𝛿𝛼 taxa da máquina tipo 𝛼,
𝑎𝑖 hora de chegada do navio 𝑖, 𝑄𝑖 quantidade de carga do navio 𝑖.
1: Regula número de berços;
2: 𝐴 = ∅, 𝑇𝑎𝑢𝑥 = 0, 𝑇𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑠 = 0 e 𝑀𝐵𝑒𝑟𝑐𝑜𝑠 = 0;
3: 𝑡𝑚 ← tempo médio de atendimento de todos os navios;
4: 𝑡𝑜𝑙 = 0;
5: while tol ≤ 1 do
6: while cr_parada ≤ N do
7: 𝐶 ← {𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑁}|𝑎𝑖 ≤ 𝑇𝑎𝑢𝑥} − 𝐴;
8: 𝑆 ← até |B| navios de 𝐶;
9: 𝐵𝑆 ← Atribuir berços aos elementos de 𝑆;
10: 𝑧𝑚𝑖𝑛 =∞;
11: for i = 1,2,...,tentativas do
12: Atribuir máquinas aos navios do conjunto 𝑆 ;
13: Calcula os valores de 𝑇𝑗 e 𝑡𝑗 ∀𝑗 ∈ 𝑆;
14: 𝑧𝑖 =
∑︀
𝑗∈𝑆 𝛽(𝑇𝑗 − 𝑎𝑗) + 𝛽 ′𝑡𝑗;
15: if 𝑧𝑖 < 𝑧𝑚𝑖𝑛 then








24: if 𝑆𝑜𝑙𝑖𝑡 < 𝑆𝑜𝑙𝑔 then
25: 𝑆𝑜𝑙𝑔 ← 𝑆𝑜𝑙𝑖𝑡;
26: end if
27: 𝑡𝑜𝑙← 𝑡𝑜𝑙 + 0, 05;
28: end while
Output: 𝑇𝑖 hora de atracação do navio 𝑖, 𝑡𝑖 duração do atendimento do navio 𝑖, 𝑏𝑖
berço de atracação do navio 𝑖, 𝑚𝑖,𝛼 quantidade de máquinas tipo 𝛼 usadas para atender
o navio 𝑖, 𝑧 valor da função-objetivo.
A alocação de máquinas da Linha 12 do Algoritmo 4.6 é obtida resolvendo-se o Pro-
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blema linear inteiro misto (PLIM) (4.2.1) para um dado conjunto de navios, como descrito
no Algoritmo 4.7.
Algoritmo 4.7 Atribuição de máquinas
Input: 𝑆 subconjunto de navios onde cada elemento 𝑠𝑖 ∈ 𝑆 possui um 𝑏𝑖 ∈ 𝐵 associado,
𝐵 conjunto dos berços, 𝑀𝑚𝑎𝑥𝛼 quantidade máxima de máquinas tipo 𝛼, 𝑀𝛼 quantidade
de máquinas tipo 𝛼 disponíveis.
1: 𝑇𝑎𝑢𝑥 = max𝑏𝑖 𝑇𝑏𝑖 ;
2: Ordena o vetor 𝑇𝑏𝑖 ;
3: 𝑇𝑚𝑖𝑛 ← 𝑇 𝑎𝑢𝑥
4: 𝑠𝑜𝑙 ← Resolve o PLIM (4.2.1) usando 𝑇𝑚𝑖𝑛 e o número de máquinas disponíveis de
cada tipo;
5: for i = 1,2,...,|B| do
6: 𝑀𝑚𝑎𝑥𝛼 ← 0
7: for j = i,i+1,...,|B| do
8: 𝑇 𝑎𝑢𝑥𝑗 ← 𝑇𝑏𝑗 ;
9: 𝑀𝑚𝑎𝑥𝛼 ←𝑀𝑚𝑎𝑥𝛼 +𝑚𝛼,𝑏𝑖
10: end for
11: 𝑠𝑜𝑙
′ ←Resolve o PLIM (4.2.1) usando 𝑇 𝑎𝑢𝑥 e 𝑀𝑚𝑎𝑥𝛼 ;
12: if PLI é factível and 𝑠𝑜𝑙′ ≤ 𝑠𝑜𝑙 then
13: 𝑇𝑚𝑖𝑛 ← 𝑇 𝑎𝑢𝑥;
14: else
15: 𝑇 𝑎𝑢𝑥 ← 𝑇𝑚𝑖𝑛;
16: end if
17: end for
Output: 𝑇𝑏𝑖 os tempos dos berços 𝑏𝑖 ∈ 𝐵, 𝑚𝛼,𝑏𝑖 quantidade de máquinas tipo 𝛼 que
estão alocadas no berço 𝑏𝑖.
Como exemplo para o uso do Algoritmo 4.7, considere um problema onde 𝐵 =
{𝐵1, 𝐵2, ..., 𝐵𝑛} é o conjunto dos berços e 𝑆 = {𝑁𝐵1 , 𝑁𝐵2 , ..., 𝑁𝐵𝑛} o conjunto dos na-
vios selecionados para os respectivos berços. A Figura 4.2 mostra o início de uma iteração
do Algoritmo 4.6, para simplificar o exemplo, considere apenas o conjunto com os Berços
{𝐵1, 𝐵2, 𝐵𝑛} e com os navios {𝑁𝐵1 , 𝑁𝐵2 , 𝑁𝐵𝑛} que são os berços e navios que podem ser
visualizados nas figuras. Os retângulos mais escuros representam os navios que já foram
alocados pela heurística em iterações anteriores, já os Navios 𝑁𝐵1 ,𝑁𝐵2 e 𝑁𝐵𝑛 são os navios
que estão sendo alocados nessa iteração.
Primeiramente, a heurística aloca os Navios 𝑁𝐵1 ,𝑁𝐵2 e 𝑁𝐵𝑛 em 𝑇𝑎𝑢𝑥 = 𝑇𝐵2 que é
o maior dos tempos entres os berços, como mostra a Figura 4.2, essa alocação é sempre
factível, pois todas as máquinas estão livres para realizar o atendimento de qualquer navio.
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A heurística calcula as durações dos atendimentos dos navios resolvendo o Modelo
Matemático (4.2.1), a duração do atendimento de cada navio é representada pelo compri-












Figura 4.2: Exemplo de uso da heurística do Algoritmo 4.7 - 1.
Após realizar o cálculo para 𝑇𝑎𝑢𝑥 = 𝑇𝐵2 , a heurística fixa os valores obtidos para o
navio que está no berço com o maior tempo, nesse caso é o Navio 𝑁𝐵2 e reduz o valor de
𝑇𝑎𝑢𝑥 para o segundo maior tempo, que no caso da Figura 4.3 é 𝑇𝐵𝑛 . A heurística resolve












Figura 4.3: Exemplo de uso da heurística do Algoritmo 4.7 - 2.
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Da segunda etapa em diante, o Modelo Matemático (4.2.1) pode ser infactível, um
exemplo de infactibilidade nesse modelo ocorre quando a soma do número mínimo de
máquinas exigidas pelos Navios 𝑁𝐵𝑛 e 𝑁𝐵1 seja superior a quantidade de máquinas dis-
poníveis a partir de 𝑇𝐵𝑛 (note que em 𝑇𝐵𝑛 parte das máquinas ainda estão atendendo o
navio da iteração passada que está no berço 𝐵2).
Se a instância do Modelo Matemático (4.2.1) gerada na segunda etapa (Figura 4.3) for
infactível, os valores refentes a atracação dos navios retornam à última solução factível,
que no caso é a solução da primeira etapa (Figura 4.2), e a heurística entra na terceira













Figura 4.4: Exemplo de uso da heurística do Algoritmo 4.7 - 3.
Como a instância da segunda etapa do Modelo Matemático (4.2.1) é infactível nesse
exemplo, o Navio 𝑁𝐵𝑛 tem seu tempo fixado em 𝑇𝐵2 , e na etapa 3 é realizada a tentativa
de resolver o Modelo Matemático (4.2.1) usando o Navio 𝑁𝐵1 com 𝑇𝐴𝑢𝑥 = 𝑇𝐵1 , como
mostra a Figura 4.4.
Por fim a Figura 4.5 mostra a solução ao final de uma dada iteração da heurística do
Algoritmo 4.7.
O laço da Linha 11 do Algoritmo 4.6 é uma estratégia para que o algoritmo não fique
preso em mínimos locais. Em cada iteração do laço, o parâmetro tentativas resolve o
Modelo Matemático (4.2.1) adicionando a Restrições (4.2.3a), que restringe a escolha de
padrões (ou alocação de máquinas) tais que, a soma da taxa de eficiência seja maior que a
soma da taxa de eficiência encontrada anteriormente, mesmo que isso cause um aumento
(no contexto local) no valor da função-objetivo.












Figura 4.5: Exemplo de uso da heurística do Algoritmo 4.7 - 4.
A justificativa para tal estratégia vem do fato que, uma soma maior nas taxas dos
berços combinados, pode aumentar o tempo de alguns dos berços, mas reduz em um
montante maior os tempos dos demais berços. Isso reduzirá significativamente os tem-
pos de atendimento de alguns berços, fazendo com que os navios das próximas iterações
possam atracar antes, gerando uma possível redução (no contexto global) no valor da
função-objetivo. Essa redução pode ocorrer pois a heurística não contabiliza os valores de
tempo de atracação de todos os conjuntos de navios simultaneamente, mas sim isolada-
mente (ou seja, é uma heurística gulosa). Note que, a heurística realiza buscas locais em
cada conjunto de navios separadamente, e a adição de restrições que exigem a escolha de
padrões com uma eficiência mínima, é uma estratégia de busca global.
Fazendo o uso da estratégia descrita, a heurística consegue olhar para o problema




𝛿𝛼𝑚𝑗,𝛼 ≥ 𝛿min𝑖−1 + 𝜖 ∀𝛼 ∈ 𝑃, 𝑖 ∈ {2, 3, ..., 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠} (4.2.3a)





𝛿𝛼𝑚𝑗,𝛼 ≥ 𝛿min𝑖−1 + 𝜖 ∀𝑖 ∈ {2, 3, ..., 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠}. (4.2.3b)
Onde 𝑃 é o conjunto dos tipos de máquinas, 𝑆𝑖 é o conjunto dos navios que participam
da iteração 𝑖, 𝜖 um valor pequeno, 𝛿𝛼 é a taxa de carga/descarga de uma máquina tipo 𝛼,







𝛿𝛼𝑚𝑗,𝛼 ∀𝑖 ∈ {1, 2, 3, ..., 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠}. (4.2.4)
O valor do parâmetro 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠 é reduzido a cada iteração do Algoritmo 4.6 até
atingir um valor menor ou igual a um, e nesse momento o algoritmo possui uma árvore de
possíveis soluções e a a solução que possui o melhor valor de função-objetivo é escolhida
para dar continuidade ao processo. Após essa escolha o parâmetro 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠 é reiniciado
e a árvore se inicia novamente contabilizando as soluções anteriores.
Uma estratégia é usar 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠 = 4 e dividi-lo por dois a cada iteração, sendo assim,
no nível um a árvore possui quatro nós, no nível dois o parâmetro 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠 assume o
valor 2 então cada nó do nível um gera dois nós no nível dois, sendo assim, o nível dois
possui um total de oito nós. No nível três o parâmetro 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠 assume o valor 1 então
cada nó do nível dois gera um nó no nível três, logo o nível três possui também um total
de oito nós. No nível quatro o parâmetro 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎𝑠 assume o valor 0, 5, sendo assim, a
árvore termina no nível três. Um exemplo pode ser visto na Figura 4.6.
Na Figura 4.6, 𝐺𝑁𝑖 indica o nível da árvore, 𝐴𝑖 são os nós do nível um, 𝐵𝑗𝑖 os nós do
nível dois, 𝐶𝑖 são os nós do nível três e os valores de 𝑓 em cada nó do nível três, indicam
os valores das soluções acumulando os níveis anteriores.
4.3 Meta-heurística
Além das heurísticas descritas nos Algoritmos (4.1) e (4.6), uma meta-heurística base-
ada no algoritmo genético foi criada. O algoritmo genético desenvolvido segue os passos
e a estrutura descrita na Subseção 2.6.1 e está descrito no Algoritmo 4.8.
Algoritmo 4.8 Algoritmo genético para a alocação de navios e máquinas em berços
Input: conjunto dos navios, conjunto dos berços, quantidade máxima de máquinas
para cada tipo, quantidade de máquinas disponíveis, carga e hora de chegada de cada
navio.
1: Regula número de berços;
2: Definição da população inicial;
3: for i = 1,2,...,MaxIt do
4: Geração de filhos com a permutação OX;
5: Geração de filhos com a permutação PMX;
6: Geração da alocação de máquinas para cada filho;
7: Seleção dos indivíduos que vão compor a população;






























Figura 4.6: Árvore gerada pela heurística de alocação de navios e máquinas em berços.
Na Meta-heurística do Algoritmo 4.8 parte da população inicial é gerada aleatoria-
mente e o restante é gerada por uma heurística, pois a geração aleatória para o problema
de alocação de navios em berços tende a ser pouco eficiente, além disso, visa aumentar a
eficiência na criação de bons indivíduos iniciais e, provavelmente, economizando iterações.
A heurística para geração de indivíduos que vão compor a população inicial do algo-
ritmo genético visa criar uma boa alocação de navios partindo de uma estimativa para a
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duração do atendimento de cada navio em cada berço. Essa estimativa normalmente é
feita com uma alocação inicial das máquinas nos berços. Nos testes feitos nesse trabalho,
a alocação inicial usada foi a divisão igual das máquinas entre os berços, sendo que, essa
alocação foi ajustada para que contenha apenas quantidades inteiras de máquinas. A
heurística para gerar parte da população inicial é descrita no Algoritmo 4.9.
Algoritmo 4.9 Heurística para criação de parte da população inicial
Input: 𝑁 conjunto dos navios, 𝐵 conjunto de berços, 𝑎𝑖 horário de chegada para cada
navio 𝑖, 𝑡𝑖 uma estimativa para os tempos de atendimento de cada navio 𝑖.
1: 𝑇 = 0; 𝑇𝐵 = 0;
2: while 𝑁 ̸= ∅ do
3: 𝑆 = {𝑖 ∈ 𝑁 : 𝑎𝑖 ≤ 𝑇};
4: if 𝑆 = ∅ then
5: 𝑆 = {𝑖 ∈ 𝑁 : 𝑎𝑖 ≤ min 𝑎𝑁−𝑆};
6: end if
7: 𝐵𝑎𝑢𝑥 ← Berços sem atendimento no tempo 𝑇 ;
8: Alocar aleatoriamente os elementos de 𝑆 em 𝐵𝑎𝑢𝑥;
9: 𝑇𝐵𝑖 = 𝑇𝑁(𝐵𝑖) + 𝑡𝑁(𝐵𝑖), onde 𝑁(𝐵𝑖) representa o navio que será atendido pelo berço
𝐵𝑖;
10: 𝑁 ← 𝑁 − 𝑆;
11: end while
Output: indivíduos da população inicial.
A representação de um indivíduo é feita por um vetor de |𝑁 |+ |𝐵| − 1 posições, onde
|𝑁 | e |𝐵| são as cardinalidades dos conjuntos de navios e de berços, respectivamente.
Cada valor do vetor é um navio e a posição desse navio no vetor é usada para determinar
a ordem do atendimento desse navio em seu berço. Um zero em alguma posição do vetor
indica que o os navios que estão nas posições após esse zero têm seu atendimento realizado
pelo berço subsequente, dessa forma, o berço de atendimento de um navio é dado pelo
número de posições anteriores a sua posição no vetor que possuem valor zero, acrescido
do valor um. A ordem de atendimento de um navio é dada pelo número de posições
entre o último valor zero e a posição desse navio no vetor. Como exemplo considere uma
instância com 7 navios e 4 berços, um indivíduo da população está representado no Vetor
(4.3.1)
.
(︁ 𝐵1 𝐵1 − 𝐵2 𝐵2 𝐵2 − 𝐵3 − 𝐵4
1 5 0 4 3 6 0 2 0 7
)︁
. (4.3.1)
Nessa alocação temos que os Navios 1 e 5 são atendidos no Berço 1 sequencialmente.
Os Navios 4, 3 e 6 são atendidos no Berço 2 sequencialmente. O Navio 2 é o único navio
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atendido no Berço 3 e o Navio 7 é o único atendido pelo Berço 4.
O algoritmo genético criado faz uso de duas técnicas de permutação, a permutação
Partial-mapped Crossover e a permutação Order Crossover (descritas na Subseção 2.6.1).
A geração da alocação de máquinas para as alocações de navios é dada pelo Algoritmo 4.10
contido nessa subseção. A seleção dos indivíduos que vão compor a nova população pode
ser feita por torneio de dois indivíduos (também descrito na Subseção 2.6.1) ou pelo
método de seleção da 𝑒𝑙𝑖𝑡𝑒, que consiste em selecionar os indivíduos com os melhores
𝑓𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 da população atual e da população de filhos, nos testes realizados nesse trabalho,
a seleção usada foi a 𝑒𝑙𝑖𝑡𝑒. O melhor indivíduo consiste na escolha do indivíduo com
melhor valor de fitness.
O operador de mutação consiste em trocar duas posições aleatórias de um indivíduo
da população. A taxa de mutação é um dado de entrada da meta-heurística e, nos
testes realizados nesse trabalho, o valor usado para a taxa de mutação está entre 5%
e 10%. Para economizar esforço computacional, a mutação consiste na troca de 𝑚 =
𝑇𝑎𝑚𝑎𝑛ℎ𝑜𝑃𝑜𝑝 * 𝑇𝑎𝑥𝑎𝑀𝑢𝑡 posições de navios nas alocações de toda a população, onde
𝑇𝑎𝑚𝑎𝑛ℎ𝑜𝑃𝑜𝑝 é o tamanho da população escolhida e 𝑇𝑎𝑥𝑎𝑀𝑢𝑡 é a taxa de mutação
escolhida. O Vetor (4.3.2) é um exemplo de mutação (troca) das posições 1 e 5 do Vetor
(4.3.1).
(︁ 𝐵1 𝐵1 − 𝐵2 𝐵2 𝐵2 − 𝐵3 − 𝐵4
3 5 0 4 1 6 0 2 0 7
)︁
. (4.3.2)
Para cada indivíduo, ou seja, para cada alocação de navios, existe uma alocação de
máquinas associada. A alocação de máquinas de cada indivíduo é representada por uma
matriz |𝑃 | × |𝑁 |, onde |𝑃 | é a cardinalidade do conjunto de tipos de máquinas. A Matriz
(4.3.3) é um exemplo de alocação de máquinas para o Vetor (4.3.1).
⎡⎣1 3 2 1 1 4 2
2 5 3 1 2 6 4
⎤⎦ . (4.3.3)
Cada coluna da matriz corresponde a alocação de máquinas desse navio. Na Matriz
(4.3.3) o Navio 1 é atendido por uma máquina do Tipo 1 e duas máquinas do Tipo 2,
o Navio 2 é atendido por três máquinas do Tipo 1 e cinco máquinas do Tipo 2, e assim
por diante. O Algoritmo 4.10 realiza a alocação de máquinas para os indivíduos de uma
população.
Algoritmo 4.10 Algoritmo de alocação de máquinas para uma dada alocação de navios
Input: quantidade de navios, conjunto dos berços, quantidade máxima de máquinas
para cada tipo, quantidade de máquinas disponíveis, carga e hora de chegada de cada
navio.
1: CB ← conjunto dos berços;
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2: for 𝑝 = 1, 2, ..., 𝑁𝑎𝑣𝑖𝑜𝑠_𝑞𝑡 do
3: for 𝑏 ∈ 𝐶𝐵 do
4: if Não existe um navio na posição 𝑝 do berço 𝑏 then
5: Remove o Berços 𝑏 do conjunto 𝐶𝐵;
6: if 𝐶𝐵 = ∅ then




11: Encontrar a alocação de máquinas para o conjunto 𝐶𝐵 (pode ser via padrões de
porto (laço da Linha 14 do Algoritmo 4.1) ou resolvendo o Modelo Matemático
(4.2.1))
12: Contabilizar os tempos dos navios alocados na posição 𝑝 do conjunto 𝐶𝐵;
13: Atualizar os tempos dos berços do conjunto 𝐶𝐵;
14: end for
Output: Hora de atracação, duração do atendimento e número de máquinas usadas
no atendimento de cada navio.
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Capítulo 5
Resultados
Nesse capítulo são apresentados resultados e as análises de testes realizados para os
modelos desenvolvidos no Capítulo 3 e das heurísticas e meta-heurística desenvolvidas no
Capítulo 4.
Para validar os Modelos Matemáticos (3.2.1), (3.3.1) e (3.4.1), os modelos foram tes-
tados para diversas instâncias não triviais, com quantidades relevantes de navios, berços
e máquinas. Os modelos matemáticos e as instâncias, também chamas de cenários teste,
foram programados e otimizados no CPLEX.
Para realização dos testes, os Modelos Matemáticos (3.2.1), (3.3.1) e (3.4.1) foram
programados no software OPL-Cplex da IBM versão 12.6 e executados em um notebook
Toshiba, com processador Core i7-3630QM, com 16 GB de memória RAM. Os Algoritmos
4.1 e 4.6 foram programados no software MatLab e testados para as mesmas instâncias e
no mesmo computador.
5.1 Testes e Resultados
Para facilitar a criação e visualização das entradas e resultados das instâncias, o Cplex
do OPL e o Excel foram integrados, dessa forma, a maior parte das entradas é armazenada
em um arquivo Excel, apenas os dados referentes à duração do tempo de serviço dos navios
nos berços com determinados padrões são fornecidos por um algoritmo em MatLab (pois
esse parâmetro é um vetor de matrizes, difícil de ser registrado em uma planilha do
Excel). Os resultados finais são exportados para o mesmo Excel de entrada em uma aba
diferente. Os valores como hora de chegada, número máximo e mínimo de máquinas,
quantidade de carga de cada navio e as quantidades e taxas referentes às máquinas foram
gerados e armazenados no Excel. A geração desses dados foi feita por meio de funções que
geram números aleatórios. Essa geração aleatória foi controlada para que as instâncias
não triviais fossem criadas, o controle de criação consiste em garantir que:
1. a chegada e a duração do atendimento dos navios deve possuir interseções, para que
5.1. TESTES E RESULTADOS 89
mais de um berço seja usado nas soluções do problema.
2. a quantidade de máquinas disponível deve ser maior que o número mínimo exigido
para o atendimento dos navios.
3. o número máximo de máquinas deve ser maior que o número mínimo.
4. a permanência máxima dos navios no porto deve ser grande suficiente para que a
instância possua soluções factíveis.
Os padrões para o cais são criados por algoritmos implementados no software Ma-
tLab, onde também são aplicados os Teoremas 2, 3, 4 e 5 descritos e demonstrados na
Subseção 3.3.2, para eliminação de padrões de cais subótimos ou alternativos. Com esses
padrões de máquinas para o cais podemos fazer o cálculo do parâmetro 𝑡𝑖,𝑘,𝑝 e exportar a
instância para o CPLEX.
No caso do modelo para padrões de berços, esses padrões também foram criados com
auxílio do software MatLab, onde foi aplicado o Teorema 6 para eliminação dos padrões
subótimos. Com esses padrões de máquinas para berços podemos fazer o cálculo do
parâmetro 𝑡𝑖,𝑝 e exportar a instância para o CPLEX.
As heurísticas descritas pelos Algoritmos 4.1 e 4.6 e a meta-heurística descrita pelo
Algoritmo 4.8 foram programadas no software MatLab e também foram testadas com
as mesmas instâncias usadas para validar os modelos, afim de verificar a factibilidade
das soluções obtidas e também a qualidade dessas soluções quando comparadas com as
soluções obtidas pelo CPLEX.




(𝛽(𝑇𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝛽 ′𝑡𝑖)
é preferível que 𝛽 ≥ 𝛽 ′ , pois, em situações práticas, é preferível esperar pouco e ter
um atendimento de longa duração do que esperar muito e ter um atendimento de curta




(4(𝑇𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝑡𝑖).
Onde 𝑇𝑖 é tempo de atracação do navio 𝑖, 𝑎𝑖 é a hora de chegada do navio 𝑖 e 𝑡𝑖 é a
duração do atendimento do navio 𝑖. Para facilitar a notação, seja PAMEB a Formulação
Matemática (3.2.1), PAEC a Formulação Matemática (3.3.1) e PAPMEB a Formulação
Matemática (3.4.1).
Para facilitar a compreensão da dimensão de cada instância, a coluna Caso da Ta-
bela 5.1 traz o nome da cada instância que é composto por: (quantidade de berços)B(quantidade
de navios)N(quantidade de máquinas tipo 1)(quantidade de máquinas tipo 2)(quantidade
de máquinas tipo 3).
5.1. TESTES E RESULTADOS 90
A coluna F.O. da Tabela 5.1 mostra o valor obtido para a função-objetivo das instân-
cias pelo Cplex. Na coluna Tempo está o tempo computacional da instância expresso em
segundos. Nesses casos menores, feitos com o objetivo de validar os modelos matemáticos,
o tempo computacional de cada instância foi limitado em 1800 segundos (30 minutos).
A coluna gap mostra o gap da solução obtida pelo Cplex, onde o gap pode ser expresso
por 𝑔𝑖 = 𝑓𝑖−𝑙𝑖𝑓𝑖 onde 𝑔𝑖 é o valor do gap da instância 𝑖, 𝑓𝑖 o valor da função-objetivo da
solução encontrada da instância 𝑖 e 𝑙𝑖 é o limitante inferior da solução encontrada da
instância 𝑖. O limitante inferior é uma solução otimista do problema e pode ser calculado
pelo problema dual ou ainda pela relaxação linear do problema.
Tabela 5.1: Testes dos modelos no Cplex
PAEC PAPMEB PAMEB
Caso F.O. gap Tempo F.O. gap Tempo F.O. gap Tempo
2B4N36 20,4 0% 0 20,5 0% 0 20,4 0% 0
2B4N43 23,9 0% 0 21,6 0% 0 21,4 0% 0
2B4N44 16,5 0% 0 16,5 0% 0 16,5 0% 0
2B4N52 119,4 0% 0 119,4 0% 0 119,4 0% 0
2B4N54 10,5 0% 0 10,5 0% 0 10,5 0% 0
2B4N63 43,7 0% 0 43,7 0% 0 43,6 0% 0
2B4N67 19,3 0% 0 19,3 0% 0 19,3 0% 0
2B5N27 141,4 0% 1 141,4 0% 0 141,5 0% 1
2B5N32 181,1 0% 1 181,1 0% 1 181,1 0% 1
2B5N55 34,4 0% 0 34,4 0% 0 34,4 0% 0
2B5N86 40,0 0% 0 40,0 0% 0 40,0 0% 0
2B6N43 81,9 0% 1 82,0 0% 1 81,9 0% 1
2B6N53 72,1 0% 1 72,1 0% 1 72,0 0% 1
2B6N66 72,3 0% 0 72,3 0% 0 72,5 0% 0
2B6N75 42,8 0% 1 42,8 0% 1 42,9 0% 1
2B7N73 195,4 0% 54 195,4 0% 89 195,6 0% 49
2B8N33 534,8 0% 293 534,8 0% 215 534,8 0% 422
2B8N55 101,6 0% 52 101,6 0% 82 101,6 0% 91
2B8N64 144,2 0% 39 144,2 0% 39 144,1 0% 38
2B10N46 106,1 50% 1800 105,5 61% 1800 106,2 48% 1800
2B4N272 81,8 0% 0 81,8 0% 0 81,8 0% 0
2B4N375 86,9 0% 0 86,9 0% 0 86,9 0% 0
2B4N432 131,7 0% 0 131,7 0% 0 131,7 0% 0
2B4N678 100,6 0% 0 100,6 0% 0 100,6 0% 0
2B4N714 242,4 0% 0 242,4 0% 0 242,4 0% 0
2B5N354 53,8 0% 0 53,8 0% 0 53,8 0% 0
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Tabela 5.1: Testes dos modelos no Cplex
PAEC PAPMEB PAMEB
Caso F.O. gap Tempo F.O. gap Tempo F.O. gap Tempo
2B5N363 76,2 0% 0 76,2 0% 0 76,1 0% 1
2B5N373 64,4 0% 0 64,4 0% 1 64,3 0% 1
2B5N772 78,9 0% 0 78,9 0% 0 78,9 0% 0
2B5N837 56,6 0% 0 56,6 0% 1 56,6 0% 0
2B6N235 143,5 0% 1 143,5 0% 1 143,5 0% 1
2B6N455 71,8 0% 0 71,8 0% 0 71,8 0% 0
2B6N628 221,0 0% 1 221,0 0% 0 221,0 0% 1
2B7N254 135,4 0% 36 135,4 0% 69 135,4 0% 27
2B7N256 509,3 0% 6 509,3 0% 6 509,3 0% 9
2B7N346 130,1 0% 5 130,1 0% 8 130,1 0% 6
2B8N237 73,0 0% 1 73,0 0% 1 73,0 0% 1
2B8N428 592,3 0% 42 592,3 0% 52 592,3 0% 68
2B9N476 215,5 0% 318 215,5 0% 418 215,1 0% 416
2B9N815 735,7 75% 1800 735,7 79% 1800 735,7 77% 1800
3B4N26 56,7 0% 0 56,7 0% 0 56,7 0% 0
3B4N34 30,4 0% 0 30,4 0% 0 30,4 0% 0
3B4N36 27,8 0% 0 27,8 0% 0 27,8 0% 0
3B4N47 34,3 0% 0 34,3 0% 0 34,3 0% 0
3B4N55 8,8 0% 0 8,8 0% 0 8,8 0% 0
3B4N64 32,9 0% 0 32,9 0% 0 32,9 0% 0
3B4N66 31,1 0% 0 31,1 0% 1 31,1 0% 0
3B4N72 89,1 0% 0 89,1 0% 0 89,1 0% 0
3B4N73 64,1 0% 0 56,9 0% 0 56,9 0% 0
3B4N86 5,6 0% 0 5,6 0% 0 5,6 0% 0
3B5N34 20,8 0% 1 20,8 0% 1 20,8 0% 1
3B5N35 84,6 0% 4 84,5 0% 16 84,6 0% 7
3B5N45 62,8 0% 0 62,8 0% 0 62,8 0% 1
3B5N53 34,9 0% 1 34,9 0% 1 34,9 0% 1
3B5N57 75,4 0% 25 74,0 0% 11 73,8 0% 11
3B6N22 216,3 0% 41 216,3 0% 217 216,4 0% 95
3B6N23 37,0 0% 1 37,0 0% 7 37,1 0% 8
3B6N37 96,6 0% 7 94,6 0% 9 94,4 0% 11
3B6N47 84,2 0% 16 75,5 0% 12 75,5 0% 10
3B6N55 68,2 0% 12 67,6 0% 17 67,6 0% 16
3B7N37 67,1 0% 51 66,2 0% 148 66,3 0% 158
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Tabela 5.1: Testes dos modelos no Cplex
PAEC PAPMEB PAMEB
Caso F.O. gap Tempo F.O. gap Tempo F.O. gap Tempo
3B7N43 133,0 0% 4 133,0 0% 11 133,0 0% 11
3B7N45 112,1 0% 705 110,6 0% 341 110,5 0% 205
3B7N47 69,8 0% 44 62,9 0% 93 62,8 0% 77
3B7N85 57,3 0% 38 57,3 0% 102 57,2 0% 49
3B8N43 256,5 0% 47 256,5 0% 50 256,5 0% 42
3B8N55 92,7 0% 982 86,4 0% 647 86,5 0% 441
3B9N33 147,7 82% 1800 146,6 84% 1800 143,6 84% 1800
3B9N34 323,3 84% 1818 311,7 81% 1800 311,8 82% 1800
3B10N33 175,3 82% 1802 177,7 82% 1801 181,1 82% 1800
3B4N433 26,0 0% 0 26,0 0% 1 25,9 0% 1
3B4N563 22,7 0% 0 22,7 0% 0 22,7 0% 0
3B4N725 81,4 0% 0 81,4 0% 0 81,4 0% 0
3B4N832 44,1 0% 0 44,0 0% 0 44,0 0% 0
3B5N478 42,2 0% 0 42,2 0% 1 42,2 0% 1
3B5N533 27,9 0% 0 27,9 0% 1 27,9 0% 1
3B5N555 59,3 0% 0 59,3 0% 1 59,3 0% 1
3B6N457 151,5 0% 3 151,5 0% 4 151,5 0% 4
3B6N536 33,6 0% 2 33,6 0% 2 33,6 0% 1
3B7N645 81,0 0% 1232 80,9 0% 822 81,0 0% 354
3B8N735 272,8 14% 1800 272,0 0% 1084 272,0 0% 968
Ao fazer a verificação da solução das instâncias da Tabela 5.1, não foi constatada
nenhuma violação do tipo sobreposição de atendimentos em um mesmo berço, soma do
número total de máquinas maior que o disponível para os atendimentos simultâneos,
hora de atracação inferior a hora de chegada, quantidade de máquinas que atendem um
navio inferior ao valor mínimo ou superior ao valor máximo, duração do atendimento não
condizente com a quantidade de máquinas alocadas e suas taxas, dentre outros.
Pequenas variações entre os valores das funções-objetivo de diferentes modelos, com
o valor do gap nulo, são erros de arredondamentos. Os valores referentes a duração do
atendimento sofrem arredondamentos na criação da matriz das durações dos atendimentos
de cada padrão e no registro da solução em uma planilha de Excel. Grandes variações
aparecem apenas nos valores de função-objetivo de algumas instâncias do modelo PAEC
em relação aos outros dois modelos, isso ocorre devido geração de janelas de tempos ao
qual esse modelo está sujeito, descrita na Subseção 3.3.3, isso ocorre nos casos 2B4N43,
3B6N47, 3B7N47, 3B9N55 dentre outros.
Na Tabela 5.1 verifica-se que o problema obteve gap zero em quase todas as instâncias,
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indicando que o Cplex encontrou uma solução ótima do problema (dentro de uma região de
confiança, também chamada de região de tolerância ou simplesmente tolerância). É difícil
prever o tempo de otimização de uma instância baseado em seu tamanho, por exemplo na
instância 2B9N476 o Cplex encontrou uma solução ótima em menos de 419 segundos para
as três modelagens matemáticas, mas na instância de tamanho similar 2B9N815 o Cplex
encontrou uma solução com gap maior que 77% em 1800 segundos nas três modelagens.
Na Tabela 5.2 as colunas correspondentes Heu 4.1 refere-se a heurística descrita no
Algoritmo 4.1, as colunas correspondentes Heu 4.6 refere-se a heurística descrita no Al-
goritmo 4.6 e as colunas correspondentes MH 4.8 refere-se meta-heurística descrita no
Algoritmo 4.8.
A Tabela 5.2 é composta pelas mesmas instâncias da Tabela 5.1, mas os resultados
agora referem-se as heurísticas e a meta-heurística. De modo similar a Tabela 5.1, na
Tabela 5.2 a coluna F.O. mostra o valor obtido para a função-objetivo das instâncias pela
respectiva heurística ou meta-heurística e na coluna Tempo está o tempo computacional
da instância expresso em segundos.
Tabela 5.2: Testes dos modelos com as heurísticas
Heu 4.1 Heu 4.6 MH 4.8
Caso F.O. Tempo F.O. Tempo F.O. Tempo
2B4N36 25,4 0,5 25,4 1,6 20,4 111
2B4N43 24,9 0,3 22,9 1,2 27,0 93
2B4N44 17,7 0,4 17,7 0,9 16,5 122
2B4N52 132,7 0,4 132,7 1,0 119,4 129
2B4N54 10,5 0,4 10,5 1,9 10,5 113
2B4N63 55,6 0,4 55,6 1,4 43,6 110
2B4N67 29,1 0,3 29,1 1,6 21,4 119
2B5N27 178,7 0,4 145,6 2,0 145,6 120
2B5N32 181,1 0,4 181,1 1,1 187,2 140
2B5N55 45,7 0,3 45,2 2,0 34,3 148
2B5N86 52,2 0,4 43,7 2,4 44,7 157
2B6N43 88,7 0,4 88,8 1,7 82,0 203
2B6N53 76,8 0,4 76,7 3,3 73,4 203
2B6N66 72,5 0,4 72,5 2,1 72,3 231
2B6N75 53,3 0,3 53,2 2,7 46,3 233
2B7N73 230,0 0,4 229,9 2,8 222,8 623
2B8N33 565,0 0,4 564,9 1,3 548,4 337
2B8N55 133,6 0,5 128,5 3,7 112,9 773
2B8N64 169,1 0,3 169,0 3,4 148,7 561
2B10N46 118,3 0,3 124,3 3,4 146,8 610
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Tabela 5.2: Testes dos modelos com as heurísticas
Heu 4.1 Heu 4.6 MH 4.8
Caso F.O. Tempo F.O. Tempo F.O. Tempo
2B4N272 85,8 0,3 85,8 0,6 81,9 273
2B4N375 86,9 0,3 86,9 1,1 86,9 265
2B4N432 136,5 0,4 131,7 1,3 131,7 286
2B4N678 108,8 0,3 108,8 1,4 101,0 247
2B4N714 242,4 0,3 242,3 1,6 255,4 659
2B5N354 85,7 0,4 53,8 2,1 53,8 408
2B5N363 84,6 0,4 84,6 2,6 80,0 366
2B5N373 82,0 0,4 82,1 3,0 73,7 420
2B5N772 92,6 0,3 92,7 1,5 78,9 474
2B5N837 58,6 0,4 58,6 2,4 60,0 596
2B6N235 160,6 0,4 154,7 1,6 146,6 763
2B6N455 85,2 0,3 85,2 2,1 84,3 531
2B6N628 231,0 0,3 231,0 2,3 221,0 787
2B7N254 135,4 0,4 158,9 3,2 158,9 1291
2B7N256 509,3 0,4 509,2 3,2 510,2 2502
2B7N346 137,4 0,4 137,3 3,1 134,8 388
2B8N237 157,7 0,5 73,0 5,0 73,0 296
2B8N428 592,3 0,4 592,5 3,7 592,5 370
2B9N476 215,5 0,4 215,3 5,1 215,3 580
2B9N815 735,7 0,4 735,6 8,5 736,6 658
3B4N26 56,7 0,3 56,7 1,0 56,7 122
3B4N34 44,1 0,4 40,1 1,0 34,9 168
3B4N36 28,5 0,4 28,5 1,3 28,5 153
3B4N47 70,1 0,3 49,9 0,8 34,3 148
3B4N55 8,8 0,3 8,8 2,3 8,8 180
3B4N64 32,9 0,4 40,0 2,2 40,5 216
3B4N66 29,2 0,4 31,1 1,9 32,5 156
3B4N72 109,3 0,3 89,1 1,9 89,1 127
3B4N73 76,0 0,4 64,1 1,2 64,1 141
3B4N86 5,6 0,5 5,6 2,8 5,6 180
3B5N34 34,9 0,4 23,7 1,9 23,0 300
3B5N35 94,4 0,4 87,3 2,0 91,1 180
3B5N45 85,2 0,3 71,2 1,6 76,1 226
3B5N53 57,7 0,3 48,9 1,5 44,0 162
3B5N57 90,8 0,4 76,7 2,2 78,3 288
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Tabela 5.2: Testes dos modelos com as heurísticas
Heu 4.1 Heu 4.6 MH 4.8
Caso F.O. Tempo F.O. Tempo F.O. Tempo
3B6N22 255,2 0,4 241,0 2,8 218,3 182
3B6N23 43,9 0,5 52,9 2,9 48,4 289
3B6N37 116,5 0,3 96,0 1,3 111,8 213
3B6N47 102,1 0,3 95,9 2,2 99,5 273
3B6N55 82,2 0,4 85,5 2,9 74,1 229
3B7N37 80,6 0,4 86,0 2,4 67,2 465
3B7N43 182,4 0,4 134,8 2,5 182,6 218
3B7N45 164,6 0,5 132,2 3,7 132,5 443
3B7N47 107,2 0,4 93,3 3,5 112,3 244
3B7N85 67,5 0,4 73,4 6,3 66,2 629
3B8N43 284,3 0,3 284,3 3,0 282,2 463
3B8N55 98,8 0,4 108,9 18,4 119,7 519
3B9N33 161,3 0,3 178,8 3,5 163,7 345
3B9N34 344,8 0,4 366,3 3,6 359,4 331
3B10N33 182,6 0,5 200,7 4,2 223,1 366
3B4N433 26,0 0,3 25,9 0,9 25,9 210
3B4N563 22,7 0,4 33,9 2,2 22,7 234
3B4N725 86,3 0,2 86,2 2,8 81,4 204
3B4N832 46,8 0,4 46,8 3,6 52,7 183
3B5N478 44,4 0,3 45,2 2,0 42,9 326
3B5N533 43,0 0,4 44,3 1,9 34,4 247
3B5N555 75,8 0,4 73,0 2,8 59,3 151
3B6N457 162,3 0,4 172,3 2,2 161,9 281
3B6N536 50,5 0,4 56,2 2,6 46,8 245
3B7N645 113,6 5,1 105,2 4,0 125,1 265
3B8N735 284,1 0,4 290,7 6,1 288,6 206
Os resultados de todas as instâncias da Tabela 5.2 foram verificadas para violações,
tais como as descritas anteriormente, e nenhuma foi encontrada. É possível notar que as
heurísticas descritas pelos Algoritmos 4.1, 4.6 e a Meta-heurística 4.8 obtiveram, em sua
maioria, soluções muito próximas das soluções das instâncias testadas no Cplex.
Notamos que resultados dos testes da heurísticas são muito similares, e apenas em
algumas instâncias a Heu 4.1 obteve resultado com maior função-objetivo, isso devido ao
fato que a Heu 4.6 possui mais mecanismos de busca global, e evitam mínimos locais. A
Heu 4.1 possui a vantagem de não necessitar de nenhum tipo de otimizador e por isso
obteve os melhores resultados de tempo computacional. Porém a Heu 4.1 necessita da
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matriz de padrões de máquinas para o cais, que é obtida resolvendo-se o Problema (4.1.3)
e, como foi discutido anteriormente, não é um problema computacionalmente barato.
A Heu 4.6 e a MH 4.8 não necessitam da criação da matriz com padrões de máquinas,
porém fazem uso de um otimizador para resolver o Problema (4.2.1). Para que a Heu 4.6
e a meta-heurística não extrapolem o tempo de processamento, a resolução do Problema
(4.2.1) no Cplex foi limitada em um minuto. Devido ao mecanismo direcionado de ob-
tenção da população inicial, a MH 4.8 possui estabilidade de solução, isto é, ao executar
a meta-heurística diversas vezes para uma mesma instância a diferença entre as soluções
é pequena, e com pouca frequência essa diferença é grande.
Para cada instância, a MH 4.8 realiza dez iterações e não faz nenhuma reinicialização.
Na média a meta-heurística obteve resultados melhores que as heurísticas, porém seu
custo computacional é muito maior, esse fato está refletido nos tempos de processamento.
Devido ao baixo tempo de processamento das heurísticas, pode ser interessante usar sua
solução como parte da população inicial da meta-heurística, dessa forma a solução da
meta-heurística (com o mecanismo de seleção da elite) será melhor ou igual a solução das
heurísticas.
Os testes com as instâncias de médio porte foram realizados para mostrar que a solução
obtida pelas heurísticas e pela meta-heurística são de boa qualidade. A Tabela 5.3 contém
alguns testes do problema de alocação de navios e máquinas em berços, neles existem de
4 a 10 berços, de 35 a 80 navios e dois tipos de máquinas, sendo que suas quantidades
variam de 6 a 34 para cada tipo. As dimensões de cada caso teste estão indicadas por seu
respectivo nome, seguindo o mesmo padrão de nome da Tabela 5.1.
As instâncias no Cplex foram limitadas a uma hora de processamento, sendo que
todos elas foram interrompidas por esse critério de tempo, e a melhor solução até então
foi computada. Essas mesmas instâncias na heurística e na meta-heurística, esses não
levaram mais que 1131 segundos para convergir a uma solução. Foram testados apenas
a formulação PAMEB, a Heu 4.6 e a MH 4.8, pois as formulações PAMEB, PAPMEB e
PAEC geram resultados similares, assim como as heurísticas.
Na Tabela 5.3 As colunas Caso, F.O., e Tempo trazem o nome da instância, valor
da função-objetivo e tempo de processamento, respectivamente. A coluna gap é o valor
do cálculo 𝑓𝑖−𝑙𝑖
𝑓𝑖
onde 𝑓𝑖 o valor da função-objetivo da solução encontrada da instância 𝑖 e
𝑙𝑖 é o valor do limitante inferior encontrado para a instância 𝑖. A coluna Limitante traz
o valor do limitante inferior da instância fornecido pelo Cplex.
Na Tabela 5.3 podemos notar que, apenas a instância 10B35N2834 obteve uma solução
cerca de 10% melhor em uma hora de processamento no Cplex quando comparada a
solução obtida pela heurística. A solução obtida em todas as demais instâncias pela
heurística foi melhor que a solução obtida pelo Cplex, em uma hora de processamento.
Note que as soluções obtidas pela heurística e pela meta-heurística são sempre maiores
que seus respectivos limitantes inferiores encontrados pelo Cplex, fato necessário para
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garantir a factibilidade da solução.
Tabela 5.3: Testes para verificar a qualidade da solução das heurísticas
PAMEB Heu 4.6 MH 4.8
Caso F.O. Limitante gap F.O. Tempo F.O. Tempo
10B35N2834 86,36 44,16 49% 98,6 173 71,2 396
9B55N2923 996,58 80,58 92% 423,3 511 449,2 1131
8B70N1726 888,85 16,14 98% 23,2 102 23,0 787
7B80N1520 1657,49 37,25 98% 235,0 214 104,9 989
7B40N1221 59,09 9,49 84% 11,8 200 11,3 981
6B65N1120 1356,31 23,95 98% 30,0 47 30,7 500
5B60N1207 13998,14 626,14 96% 9646,4 22 11896,3 508
5B50N1518 3042,63 183,11 94% 2941,7 40 3228,6 732
4B50N1806 337,29 16,41 95% 36,8 45 39,4 323
Já a meta-heurística, assim como a heurística, obteve solução pior apenas na instância
10B35N2834, onde a solução do Cplex é aproximadamente 6% melhor que a solução
obtida pela meta-heurística. No restante das instâncias, assim como as soluções obtidas
pela heurística, a meta-heurística obteve soluções que chegam a ser 97% melhor que as
respectivas soluções obtidas pelo Cplex.
Os desempenhos da heurística e da meta-heurística são similares. A heurística obteve
as melhores soluções em quatro instâncias e a meta-heurística obteve as melhores soluções
também em duas instâncias e as três instâncias restantes tem uma diferença menor que
3% entre as soluções e são consideradas empates. A meta-heurística tem os tempos de
processamento superiores a heurística em todas as instâncias e chega a ser vinte e três vezes
maior, apesar disso, a meta-heurística sempre possui tempos computacionais menores que
o Cplex, cujo tempo computacional é de uma hora por instância.
Em instâncias de grande porte, o Cplex precisa de muitas horas de processamento
para encontrar uma solução factível. Para poder comparar os resultados das instâncias de
grande porte, uma heurística simples foi implementada no software MatLab. Essa nova
heurística, chamada de 𝐹𝐼𝐹𝑂 (do inglês fist in first out), realiza a alocação dos navios
de acordo com sua ordem de chegada.
O algoritmo 𝐹𝐼𝐹𝑂 realiza uma divisão de máquinas equilibrada entre os berços e a
usa no cálculo das durações dos tempos de atendimento. Os portos reais normalmente
adotam alguma variação da heurística 𝐹𝐼𝐹𝑂 para decidir ordem de atracação dos navios,
o que torna essa comparação muito importante para atestar a qualidade da solução das
heurísticas e meta-heurística em casos de grande porte.
Na Tabela 5.4 a coluna F.O. traz os valores da função-objetivo e a coluna T.P. os
tempos de processamento da respectiva heurística ou meta-heurística.
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Tabela 5.4: Testes de grande porte
Heu 4.1 Heu 4.6 MH 4.8 FIFO
Caso F.O. T.P. F.O. T.P. F.O. T.P. F.O. T.P.
8B50N30 4866,5 0,4 5117,4 257,0 5457,0 1901,0 8864,1 0,3
16B50N47 680,4 0,4 644,10 309,0 628,2 1124,0 628,2 0,3
20B60N5445 776,8 0,4 692,51 394,0 791,2 2357,0 801,3 0,3
30B100N6745 565,8 0,7 580,8 3545,0 293,6 4044,0 654,4 0,5
30B100N7550 4415,3 0,5 3687,6 550,0 6045,8 2872,0 6045,8 0,4
30B200N6099 575,53 1,1 614,7 2088,0 602,0 5582,0 602,1 0,7
60B300N150120 777,8 1,7 945,1 2721,0 631,5 6306,0 1057,90 0,7
125B600N300250 1622,0 3,4 1810,6 4649,0 1192,8 14745,0 2080,80 1,2
A Tabela 5.4 é composta com testes inspirados em portos reais, e visa mostrar que o
uso da heurística e da meta-heurística é viável em casos reais. A meta-heurística obteve
soluções melhores que o 𝐹𝐼𝐹𝑂 em todos os casos, porém possui os maiores tempos de
processamento, chegando até quatro horas de processamento no maior caso.
As heurísticas obtiveram soluções melhores que o 𝐹𝐼𝐹𝑂 em quase todos os casos,
e ambas heurísticas obtiveram uma solução cerca de 8% pior no caso 16B50N47 que o
𝐹𝐼𝐹𝑂. Isso ocorreu por existirem poucos conflitos de atendimentos entre os navios, de
forma que, em uma solução ótima, os navios chegam ao porto e são atendidos imedia-
tamente pelo número máximo de máquinas permitido. Isso ocorre para quase todos os
navios.
A Heu 4.6 obteve um resultado um pouco pior (2%) que o 𝐹𝐼𝐹𝑂 na instância
30B200N6099 devido aos gaps que das soluções das instâncias do Problema (4.2.1). O
Problema (4.2.1) está sujeito a existência de gaps durante as iterações do Algoritmo 4.6
pois, a otimização desse problema no Cplex possui limite máximo de tempo, que nos
testes desse trabalho é sessenta segundos.
A Heu 4.1 se mostra excelente em casos de grande porte, além de dispensar a necessi-
dade de um otimizador, possui tempos de processamento menores que 4 segundos e obtêm
as melhores soluções para diversas instâncias.
As heurísticas e a meta-heurística podem ser usadas em qualquer tipo de planejamento
de curto, médio e longo prazo. A Heu 4.1 também pode ser usada para o planejamento e
replanejamento diário devido a seu baixo tempo de processamento.
O maior caso da Tabela 5.4 possui 125 berços, 600 navios, 300 maquinas tipo 1 e 250
máquinas tipo 2, o problema foi resolvido em aproximadamente uma hora e vinte minutos
com a heurística descrita pelo Algoritmo 4.6. Essa instância possui dimensão similar aos
maiores portos do mundo.
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Capítulo 6
Conclusão e Trabalhos Futuros
Na literatura, como em Giallombardo et al. [23], a integração da alocação de navios
em berços portuários com a da alocação dos guindastes portuários nos berços para o
atendimentos desses navios, é feita fazendo uso de uma técnica que discretiza o intervalo
de tempo, e define variáveis referentes a alocação desses guindastes portuários em cada
um desses intervalos de tempo. Dessa forma o uso dos guindastes e o tempo que os navios
ficam alocados nos berços é contabilizado com esses intervalos de tempo.
Os modelos aqui desenvolvidos trabalham com o tempo em sua forma contínua, redu-
zindo de forma significativa o número de variáveis, além disso, é possível obter uma maior
precisão nos resultados relacionados ao tempo de uso das máquinas, tempo de atracação
dos navios, tempo de serviço dos navios, dentre outros. Os modelos encontrados na lite-
ratura que fazem uso da discretização do horizonte de tempo, consideram o uso de um
intervalo de tempo inteiro, e não permite usar uma fração desse intervalo, e essa apro-
ximação pode gerar janelas de tempo que pioram o resultado da otimização, além disso,
os modelos propostos nesse trabalho aceitam diversos tipos de máquinas portuárias com
operações encadeadas, diferentemente dos modelos encontrados na literatura, que, quando
permitem o uso de máquinas no modelo, permitem apenas os guindastes portuários.
Os Modelos Matemáticos (3.2.1), (3.3.1) e (3.4.1) aqui propostos, possuem caracterís-
ticas que não são encontradas na literatura, por isso possuem grande valor teórico. Os
Teoremas 2, 3, 4 e 5 propostos para os padrões de máquinas para o cais do Modelo Ma-
temático (3.3.1) e o Teorema 6 proposto para os padrões de máquinas para os berços do
Modelo Matemático (3.4.1) são importantes resultados, que reduzem significativamente
a quantidade de padrões que precisam ser analisados, reduzindo os tempos de processa-
mento das instâncias das heurísticas e dos modelos matemáticos.
Podemos verificar pelos resultados, que os modelos são excelentes para análise de
instâncias de pequeno porte (até 3 berços, até 10 navios e até 3 tipos de máquinas com
quantidades inferiores a 10 máquinas), visto que, nessas instâncias podemos obter uma
solução ótima do problema com o auxílio de um software de otimização linear inteira
mista.
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A aplicação do Modelo Matemático (3.2.1) é mais interessante quando existe maior
liberdade quanto a alocação do maquinário nos berços, ou seja, quando não existem
grandes restrições quanto as trocas das máquinas entre os berços. Quando as máquinas
possuem diversas restrições de alocação nos berços, o uso dos Modelos Matemáticos (3.3.1)
e (3.4.1) é mais adequado, pois esses modelos trabalham com padrões de cais e berços,
respectivamente, e fazem uso apenas dos padrões aceitos pelo porto.
Instâncias com grandes restrições relacionadas ao uso das máquinas são comuns na
prática, pois, apesar de ser viável operar com mais ou menos máquinas, a gestão do porto
pode não ser receptiva à alterações nos padrões de máquinas por eles praticados no dia-a-
dia. Para otimizar instâncias de portos com restrições no uso das máquinas com o Modelo
Matemático (3.2.1) é necessário a adição de restrições que representem a operação desse
porto, mas com os Modelos Matemáticos (3.3.1) e (3.4.1) é possível cadastrar apenas os
padrões de máquinas nos berços que a gestão do porto informar, o que dispensa a criação
de novas restrições.
Como ainda não foi desenvolvida uma maneira eficiente de enumeração dos padrões
de máquinas e aplicação dos teoremas desenvolvidos, a enumeração de todos os padrões
de máquinas é muito custosa, por isso não se recomenda uso dos modelos baseados em
padrões de máquinas em problemas onde se deseja usar todos os possíveis padrões de
máquinas.
As heurísticas descritas pelos Algoritmos 4.1, 4.6 e a meta-heurística descrita pelo
Algoritmo 4.8 mostram eficiência na obtenção de bons resultados e esses resultados são
melhores que os encontrados pela estratégia first in/first out muito usada no planeja-
mento dos atendimentos dos navios nos portos e com tempos computacionais similares.
Além disso, os resultados ficaram muito próximos e até mesmo iguais aos resultados das
instâncias pequenas, otimizadas no software Cplex exibidos na Tabela 5.1.
Com auxílio das heurísticas ou da meta-heurística vários estudos podem ser feitos nos
portos, tais como a aquisição de novas máquinas, a construção de novos berços, o plane-
jamento da ampliação da área atracável, a alteração da ordem de navios da fila, dentre
outros. Devido à alta eficiência na obtenção de resultados, a heurística do Algoritmo 4.1
pode ser usada também no planejamento diário da fila de navios.
Tendo em vista a inovação e originalidade desse trabalho, existem diversas pesquisas e
trabalhos futuros relacionados com os trabalhos e resultados aqui expostos. Um exemplo
é o estudo de novos algoritmos especializados, podendo até mesmo obter uma solução
ótima para os modelos aqui desenvolvidos em instâncias de médio ou grande porte, como
feito em Vacca et al. [56] para o modelo encontrado em Giallombardo et al. [23]. Outro
exemplo é o desenvolvimento de técnicas eficientes para obtenção dos padrões de máquinas
para o cais e para os berços, além da aplicações em portos reais, que, como mostrado pela
Tabela 5.4, possui um grande potencial de ganho.
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6.1 Trabalhos Futuros
Podemos citar como trabalhos futuros desde melhorias nos algoritmos e heurísticas
propostos nesse trabalho, até novos métodos e algoritmos. Essa seção descreve alguns
desses trabalhos futuros.
Novos métodos para a enumeração dos padrões de máquinas
Tendo em vista que os Modelos Matemáticos (3.3.1) e (3.4.1) fazem uso de padrões de
forma similar aos modelos matemáticos do problema de corte, é possível usar parte dos
resultados desses modelos para os modelos aqui propostos.
No problema de corte existe uma matriz com os chamados padrões de corte, onde
os padrões de cortes são vetores correspondentes às colunas dessa matriz e informam as
combinações de objetos menores que podem ser obtidos ao cortar-se um objeto mestre.
Essa definição de padrão de corte é muito similar à definição de padrão de máquinas para
berços.
Um dos maiores desafios do problema de corte consiste em tratar essa matriz com os
padrões de corte, pois, para garantir a obtenção de uma solução ótima, o problema deve
ser otimizado com a matriz que possui todos os padrões de corte possíveis para o objeto
mestre, o que é inviável em problemas de grande porte como os casos reais, onde o número
de objetos menores é grande, o que gera um número muito grande de combinação desses
objetos menores, e consequentemente, de padrões.
Tendo em vista essa inviabilidade em se usar uma matriz com todos os padrões de
cortes possíveis para o problema, diversas heurísticas foram desenvolvidas, onde a maioria
delas visa a seleção de alguns poucos padrões de cortes que serão usados no problema.
Uma das heurística para geração de padrões de corte é a geração de colunas, uma
versão dessa heurística pode ser vista em Gilmore and Gomory [24]. Um trabalho futuro
para o tema dos trabalhos desenvolvidos é adaptar o algoritmo de geração de colunas para
os Modelos Matemáticos (3.3.1) e (3.4.1), pois um dos desafios desse modelos é selecionar
os padrões que serão usados na otimização das instâncias do problema.
Melhorias dos algoritmos criados
É possível melhorar ainda mais as soluções das heurísticas e da meta-heurística com a
implementação de algumas técnicas que não alteram significativamente o tempo de pro-
cessamento, ou com a implementação de técnicas que podem elevar o tempo de proces-
samento. Quando a técnica pode aumentar significativamente o tempo de processamento
da heurística, esse fato está descrito na respectiva técnica. Na heurística descrita no
Algoritmo 4.6 podemos:
• Usar tolerâncias de espera individuais em cada um dos berços.
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• Estudar um método mais sofisticado de seleção de navios que irão compor uma
iteração.
• Aumentar o tempo de solução da Etapa 12 do Algoritmo 4.6 (essa estratégia pode
aumentar significativamente o tempo de processamento da heurística).
Na heurística descrita no Algoritmo 4.1 podemos:
• Implementar uma tolerância de espera para a seleção dos navios que vão compor
uma iteração, como feito para a heurística descrita no Algoritmo 4.6.
• Implementar a abertura em árvore das possíveis soluções, como feito para a heurís-
tica descrita no Algoritmo 4.6.
• Usar tolerâncias de espera individuais para cada berços.
• Estudar um método mais sofisticado de seleção de navios que irão compor uma
iteração.
Na Meta-heurística descrita no Algoritmo 4.8 podemos:
• Aumentar o tempo de solução da Etapa 11 da meta-heurística descrita no Algo-
ritmo 4.8 (essa estratégia pode aumentar significativamente o tempo de processa-
mento da heurística).
• Fazer reinicializações do algoritmo genético, e selecionar a melhor solução dentre
todas obtidas (essa estratégia pode aumentar significativamente o tempo de proces-
samento da meta-heurística).
Aplicação em portos reais
Tendo em vista os resultados obtidos e suas comparações com a heurística first in/first
out e com o Cplex, esse trabalho oferece grande potencial para aumentar significativamente
a eficiência dos portos. Como mais de 80% das transações comerciais de todo o mundo são
feitas por vias marítimas e, consequentemente, fazem uso de portos para o carregamento
e descarregamento dessas mercadorias, o uso dos modelos e resultados desse trabalho
oferece um impacto positivo no crescimento econômico dos países sedes desses portos.
O crescimento econômico que pode ser gerado por esse trabalho é sustentável, visto
que, os ganhos virão de planejamentos feitos com a estrutura já existente nos portos, sem
a necessidade de aquisição de novos equipamentos ou expansão das estruturas.
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